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本 书 第 -… 版 出 版 至 今 已 过 去 了 12 年 ， 10 名 年 米 ， 随 机 分 析 学 
的 理论 获得 了 巨大 的 发 展 ， 其 应 用 领域 日 首 广 泛 ， 和 数学 各 分 支 的 
XE t B REN, 因此 , 受到 了 众多 研究 领域 学 者 的 关注 . 本 书 曾 被 
许多 太 党 和 科研 院 、 所 选 为 研究 生 教 材 或 参考 书 ， 为 了 适应 读者 需 
X, 作者 在 第 一 版 的 基础 上 作 了 修订 . 主要 是 对 Malliavin 随机 分 析 
部 分 (第 五 章 ) 作 了 较 大 的 修改 , 例如 对 Meyer 不 等 式 及 Hórmander 
定理 分 别 采 用 了 Pisier 及 Norris 提出 的 简洁 的 证 明 . 此 外 ,还 增加 
了 像 Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 等 重要 内 容 , 改正 了 第 -版 中 
的 基 些 错误 ， 补 充 了 一 些 最 新 的 参考 文献 . 

本 书 新 版 改 由 科学 出 版 社 出 版 , 并 得 到 了 国家 自然 科学 基金 (项 
日 编号 19631030 ) 及 中 国 科 学 院 科学 出 版 基金 的 资助 .从 第 一 版 到 
第 二 版 的 写作 过 程 中 ， 作 者 始终 得 到 王 蛋 坤 、 严 加 安 、 马 志 阴 院士 
和 齐 民 友 、 深 之 妊 ， 余 振 挺 教授 等 的 关心 和 支持 ， 严 加 安 院 上 和 任 
住 刚 教 授 提出 丁 许多 宝贵 的 意见， 特此 表示 感谢 . 
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这 本 书 是 作者 在 1984 年 及 1987 $E BIKE BU SE ERE 25 TT 
容 生 讲课 的 讲稿 基础 上 形成 的 . BEELAT UL F E IVT TD de E A 
的 分 支 之 一 ， 它 的 发 展 十 分 迅速 ， 内容 也 枢 其 丰富 . 为 了 力图 做 到 
在 不 需要 很 多 准备 知识 的 基础 上 ， 以 较 短 的 篇 幅 ， 介绍 这 一 分 支 的 
核心 内 容 和 发 展 主流 ， 作 者 选择 了 从 伊 蒋 随机 分 析 到 Malliavin Bf 
机 分 析 这 一 历史 的 和 逻辑 的 发 展 线索 ,在 作者 工作 的 基础 上 重新 改 
写 了 随机 积分 这 一 章 ， 并 增加 了 Malliavin BE ELA TTA PIT. EG 
作 过 程 中 ， 和 K. It6 (PRI), P. Malliavin 、 P. A. Meyer, 8$. 
Watanabe ( 渡 边 信 三 ) 以 及 其 他 一 些 国内 外 概率 论 学 者 的 讨论 曾 给 
作者 以 很 大 的 局 发， 并 参考 了 H. Kunita ( 国 田 宽 ) 关于 随机 流 以 及 
I. Shigekawa ( 重 川 一 部 ) 关于 Malliavin BE El 4r Bri dt 56. 中国 科学 
院 应 用 数学 研究 所 研究 员 严 机 安 间 志 仔细 审阅 了 全 部 书稿 ， 并 提 
出 了 许多 宝 和 与 意 见 ， 作 者 在 此 深 表 谢意 . 但 出 于 作者 水 平 ， 所 涉及 
的 主题 及 篇 幅 所 限 ， 本 书 没有 包括 像 极 限 理论， 边界 理论 、 稳 定性 
理论 等 重要 内 容 , 也 不 能 全 面 地 反映 国内 同志 在 这 一 领域 的 许 密 工 
作 ， 缺 点 和 错误 在 所 难免 ， 囊 心 希望 读者 批评 指正 




















1988 年 1 月 于 武汉 大 学 
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概率 论 在 它 发 展 的 早期 ， 和 分 析 是 两 个 运 然 不 同 的 领域 ， 一 些 
人 甚至 认为 ,概率 论 是 否 是 数学 或 物理 学 的 一 部 分 还 是 一 个 疑问 . 
直到 1933 年 Kolmogorov 建立 了 概率 论 的 公理 基础 , 才 使 它 成 为 一 
个 严密 的 数学 分 支 , 此 后 又 有 些 人 人 认为， 概率 论 不 过 是 分 析 的 一 部 
分 ,， 它 的 任何 命题 都 可 以 翻译 成 分 析 的 语言 ， 央 而 不 存在 什么 单独 
的 概率 方法 ， 科 学 历史 的 发 展 证 明 这 种 观点 是 完全 错误 的 ,本 世纪 
4 年代 到 50 年 代 间 ， 这 两 个 领域 之 间 的 关系 发 生 了 一 个 戏剧 性 的 
变化 : 如 果 说 以 前 人 和 们 关心 的 是 如 何 用 分 析 方 法 来 解答 概率 问题 ， 
那么 在 这 以 后 更 感 兴趣 的 是 如 何 用 概率 方法 来 解决 分 析 问 题 ， 在 它 
们 之 间 迅 速 地 发 展 着 一 门 新 的 学 科 一 一 随机 分 析 学 . 

那么 , 什么 是 概率 方法 ? 它 解 次 分 析 间 题 的 奥 效 何在? 我们 最 
好 先 考察 几 个 典型 的 例子 . 

Di 1 证 明 连 续 炒 数 可 以 用 足够 高 次 的 多 项 式 均 名 通 近 (Weier- 
strass 定理 ). 

这 是 一 个 纯 分 析 的 命题 ， 1912 年 Bernstein[1] 基于 概率 的 想 
法 构造 了 这 种 多 项 式 ， 设 f c Cl0,1]， zx € [0.1], 考虑 其 成 功 概率 
为 了 的 mn 次 Bernoulli 试验 ,其 成 功 次 数 S, 服从 二 项 分 布 ， 由 大 数 
定律 Snym 依 概率 收银 于 =, 因而 (5s /n) IAS a T f(2). 但 


E|[f(S,/n)) = f(k/n)P(Sy = k) 


k=0 
Een 


X— n EIC X, in pa (z). d 好 为 |/(z)| 之 上 界 , 对 任 给 = > 0 


l. 


H3 ó > 0 EH y-al <i E Fa) — f(x) < š, 于 是 


pa (z) - ft) = [E |z (2°) - r| 
< 202 es -al > 8j + 3 
H Chebyshev 不 等 式 


p| 一 z| > j) < 47 var( 77) =ó 7n 'z(1-z) 


< 
T 4n$?' 


因而 可 选 m” 足够 大 { 不 依赖 于 z ) 使 M nó? < e, 这样 就 证 明了 均 
5338 Vr VER. 
当然 我 们 可 以 不 用 概率 语言 而 用 纯 分 析 语 言 来 定义 这 种 多 项 

式 ， 把 期 望 改 成 求 和 或 积分 ， 用 绰 分 析 方 法 给 出 证 明 . 但 是 ， 这 样 
一 来 , 隐藏 在 概率 语言 后 面 的 堵 种 为 概率 论 所 特有 的 思维 方式 却 元 
法 翻译 过 来 , 因而 使 得 在 概率 论 看 来 十 分 自然 的 东西 却 变 得 莫 明 其 
i. 

94 2 构造 一 个 处 处 不 可 微 的 连续 函数 ， 

在 很 长 一 段 时 间 里 ,分 析 学 家 和 们 相信 连续 是 数 一 般 都 可 微 ， 只 
可 能 在 某 些 特殊 的 与 缴 立 的 点 有 例 和 外， 1872 年 Weierstrass 构造 了 
一 个 处 处 连续 但 处 处 不 天? a PR 38: 


oc 


f(z) = $ ^a. cos(Aaz + pn), 
其 中 Aaa > q > 1, Yale < oo, Em. wanlan > 0. 
1904 年 Von Koch 4 H T 3X Eb ll ££ i JU dE E aR. 而 对 于 这 类 少数 性 
质 的 研究 ， 至 今 仍 延绵 不 断 . 
然而 我 们 知道 , 旱 在 1827 年 , 英国 植物 学 家 Brown 就 在 显微镜 
下 观察 到 了 花粉 粒子 在 静水 中 的 奇怪 的 不 规则 的 运动 . 1905 年 ， 


.9. 


Einstein 对 这 种 现象 作 了 物理 解释 .1923 年 ， Wiener[1] 构造 了 它 
的 数学 模型 ， 这 就 是 我 们 现在 称 之 为 Brown 运动 或 Wiener 过 

按照 Wiener 的 定义 ， 一 维 Brown 运动 W = 二 (W(t,t > 0] 是 
具有 以 下 性 质 的 随机 过 程 ; 

1° W(0) = 0; 

2° 0 <i «ia <: < tan € IN = (W(t3) — Wit), W(ta) — 
W (ta), -- W (ta) ~ Win) 为 相互 独立 随机 变量 族 ; 

3° 0€ s«t—- Wt- W(s) RAER N(0,o?(t — s)) 分 布 ， 
其 中 og > 0 为 一 常数 . 

34 0? = 1 时 ， 称 为 标准 Brown 运动 {或 简称 为 Brown 运动 )， 
取 值 于 JR" 的 d 维 随 机 过 程 WE) = (WE), WE, WEE), 3 
(W(t),t > Ohya, a 为 4 个 相互 独立 的 一 维 Brown 运动 ， 称 为 
d HE Brown 运动 . 

在 今天 ，Brown 运动 已 不 仅 蚌 花粉 粒子 运动 的 模型 , 它 描述 了 
像 热 电子 运动 . 通信 噪声 、 市场 价格 波动 以 及 许多 动态 系统 的 随机 
干 找 等 等 物理 现象 , 它 的 办 道 的 分 析 性 质 也 是 许多 分 析 家 注意 的 对 
5. 

例如 考察 一 维 Brown 运动 ， 由 性 质 3° uf jH 


EUW(t) — WI] = 3lt- sf. 


根据 著名 的 Kolnogorov 定理 ， 存 在 等 价 的 随机 过 程 ， 其 一 切 胃 道 
为 连续 函数 . 今后 , 我 们 所 说 的 Brown 运动 均 指 这 样 的 连续 过 程 . 
现在 我 们 要 证 明 Brown 运动 几乎 所 有 轨道 是 人 处 杂 不 可 微 的 连续 阔 
数 . 

为 叙述 简单 起 见 ， 只 考虑 [0,1] 区 间 . EPOE Weu) 在 某 点 
tc[0,1) 可 微 ， 必 然 在 上 点 存在 有 限 的 右 导 数 ， 因 而 存在 足 葬 大 的 
ERM m XE k, fl [W (t + hoo) -Wa wla mh 对 一 切 he [o. i) 
mx. 4 

A(m,k)z (o; 3tel[0,1), YA e [0.1/k), 


[W (t + hw) — W(t,w)| € mA], 
于 是 ， “至 少 在 某 点 上 € [0,1) 处 可 微 ”的 轨道 集合 含 于 集合 
Ur Uii A(m,k) 2 eh. 此 集合 未 必 可 测 , 为 证 几乎 所 有 轨道 的 处 
处 不 可 微 性 , 只 要 证 明 对 一 切 下 整数 m 及 ,存在 一 个 包含 Alm, k) 
KERES B(m, k). 
设 m > 4k, 将 (0,1) KE n 等 分 车 o € A(m, E), MOH te 
[zt i) 对 某 个 i =1,2,… 成 立 ， 且 对 了 = 01,2 均 有 


e(t) -w( E22) 
« w (225,4) - W(t,w )|+ WEH, w) - W(t, w)| 
s (人 人) 人 


因为 当 n > 4k 时 ， 上 述 区 间 最 大 者 |t， 23), KETEN i 记 
| _ v lw(i til, 
comme f) Cope) 
wh) s In) 
Bím, k) = 2 LOG mn), 


n=4ki=l 
则 B(m,k) 为 可 测 集 ， 且 B(m,k) Afm, k). 
为 计算 C(, m, n) 之 概率 ， 利 用 Brown 运动 的 性 质 2° 及 3°, 由 
于 w(t) — w (s) AES NOn) 分 布 ， 除 以 n7? 后 为 
标准 正 态 分 布 ， 其 绝对 值 不 超过 e 之 概率 最 多 是 =, 故 











P(C(i,m,n)) € 3-5-7- mn ?/?, 


P(B(m,k)) € lim (3:5. Tm?n7!/?) = 0, 


这 就 证 明了 上 几乎 所 有 轨道 的 处 处 不 可 徽 性 . HT 38 FEAEZERS F 
处 处 可 徽 , 因而 其 几乎 所 有 雪 道 在 任 一 有 限 区 间 上 的 蛮 差 都 是 无 界 
的 . 紫外， Brown 运动 的 轨道 还 有 许多 有 趣 的 分 析 性 质 ; 例如 其 零 
点 集合 为 一 完备 朴 朗 集 ， 具 有 连续 统 的 势 但 其 Lebesgue 测度 为 0 
{如 同 Cantor 集合 那样 ); 当 a < š FFE E o-Hóolder ikZE; H e> 1 
时 ， 它 不 是 a-Hölder 连续 .对 几乎 所 有 ww, 有 


Üm, o W(t, 0)/ v2tlog log(-1) = 1, (0.1) 
lim, |9W (t, w)/ /2tlog log(t71) = —1, (0.2) 
Ema W(t,w)/2tloglog?t = 1, (0.3) 
lm. W(t, w)/ y 2t loglogt = —1. (0.4) 


Tü E £ Wl F 89 Fourier 展 式 ; 


(cos 2krt — 1) 


W(t, w) —t£o(w) + v25 [es o) 2kn 
k=] 





sin ud 


kx (0€ t1) (0.5) 


+ mu) 
其 中 (££; mna) 为 相互 独立 的 N(O, 1) BEELAE EE Hj. 
AR Brown j& 38 POE EN VER HEIC, RATSA Itó-Mckean[1] 
或 Hida[l] 有 趣 的 是 ， 表 示 式 (0.5) 和 Weierstrass $i BU) ei Er B 2 
相似 . 

例 3 构造 基 些 数学 物理 方程 边 值 向 题 的 显 式 解 . 

当 Brown 1827 年 在 显微镜 下 发 现 花粉 粒子 的 奇怪 运动 时 ， 他 
没有 料 到 在 下 一 世纪 ,这 种 现象 竟 给 数学 和 物理 学 的 许多 分 支 的 发 
展 以 强 有 力 的 刺激 和 推动 . 

RITADE, Brown 运动 是 一 个 马 氏 过 程 . 4& 维 Brown iasi W 
的 转移 概率 密度 


p(t,z,y) = (2mt) ?exp{~|z — yl?/2t} 


(t>0  myeR (0.6) 
正好 是 热 方 程 
ua) - jut, z) (0.7) 


的 基本 解 ， 对 f e C?UR^), 函数 

ut, 2) = E (W (t) + 2)] (0.8) 
是 方程 (0.7) 的 Cauchy 问题 : 

u(0,2)— f(z) z € R2 (0.9) 


的 唯一 解 . 这 样 ， 人 们 就 得 到 了 纯 分 析 问 题 的 解 的 概率 表示 .再 考 
Æ Dirichlet 问题 


{ Au(r)-0, €C, (0.10) 


ulr) = (zr) x € ƏG, 


其 中 G 是 R° 中 某 个 区 域 ，8G 为 其 边界 ，w 为 定义 在 边界 上 的 某 
个 函数 . 问题 是 要 和 守 求 这 样 的 畏 数 %(x): 它 在 G 内 调和 , £ Gu oG 
连续 且 当 rz 趋 于 边界 点 za € OG 时 有 ulz) — pleo). 一 般 说 来 ， 
甚至 当 e 在 8G 上 有 界 连 续 时 ， 问 题 也 不 一 定 有 解 ; 车 解 存在 ， 除 
dE G 为 有 界 区 域 ， 也 可 能 不 叭 一， 而 利用 Brown 运动 作为 工具 ， 
可 以 研究 任意 开 集 G 中 的 Dirichlet 问题 ， 且 人 允许 在 0G 的 一 个 
很 小 的 集合 (这 个 集合 Brown 运动 的 轨道 实际 上 不 能 达到 ) 上 不 连 
B. 
设 zEGAn 为 自 工 出 发 的 d 维 Brown 运动 W () + c 首次 到 
达 边 界 8G 的 时 刻 . 那么 ,在 关于 边界 及 边界 函数 相当 宽 的 条 件 下 
TJ CA HE HH PA $i 
u(z) = IE[e(W(rz) + xj] (0.11) 
是 Dirichlet 问题 (0.10) 的 唯一 解 . 
以 上 事实 手 示 了 Brown 运动 和 古典 位 势 理 论 的 深刻 联系 . A 
用 Brown 运动 前 轨道 ， 可 以 构造 出 与 Laplace 算 子 A 有 关 的 许多 
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不 同 边 值 问题 的 显 式 解 . AGMETELPAEE EI, ETE REB HANA 
算 子 : 


pd z)8,Ə; (rcs (0.12) 
i j=l =1 
是 否 有 类 似 的 结果 呢 ? 证 是 这 个 问题 ， 引 导 到 20 世纪 40 年 代 日 
AC SE CDU TS (K. tô) (参看 It6[1,2], 与 此 同时 还 有 前 苏联 数学 
家 Gihman[l]) 创立 随机 积分 和 随机 微分 方程 的 理论 . 在 那里 ,代替 
Brown 运动 的 是 一 般 的 扩散 过 程 ， 它 是 以 下 随机 方程 的 解 ， 


t d t 
Xil#) =z f Pd f oi CX (s))dW(s) 
jzi 


(¿= 1,2,:- m), (0.13) 


其 中 工 = {ry Em) E R”, W(t) = (W!(t), --- W(t) A d iE 
Brown 和 运动， 矩阵 e(z) = (eiz)Ózimais;sa WIER ale) 
= (aU(z)ici;«m 的 平方 根 。 alz) = o(z)oe{(z)*， 在 系统 满足 一 
定 条 件 时 ，(0.13) 存在 唯一 解 X(t) = (Xh e , X"(t), 它 是 轨道 
连续 的 m 维 强 马 氏 过 程 ， 以 上 为 生成 算 子 ， 称 为 工 - 扩散 过 程 . 
特别 当 m= d, b(z) = 0, a(s) = 0, Bl a(z) = I(I& Iw 83 BF) 时 ， 
Li 1A, X(t) 就 是 自 z 出 发 的 mm 维 Brown 运动 . 

伊 芯 随 机 分 析 提 供 了 直接 构造 L 扩散 过 程 轨道 的 方法 ， 因 而 
得 到 了 与 二 阶 椭圆 微分 算 子 二 有 美的 许多 问题 的 概率 解 , 在 处 理 具 
有 退化 . 无 界 或 不 光滑 系数 的 椭 贺 、 抛 物理 方程 时 ， 更 显 出 它 的 优 
越 性 . 例如 Freidlin|1,2] 关于 具有 无 界 系 数 的 退化 杭 回 、 扫 物 型 方程 
在 无 界 区 域 中 的 边 值 问题 可 解 性 的 结果 ， Krylov[1,2] 关于 Bellman 
型 非 线 性 抛物 与 酉 圆 型 方程 的 理论 ， 都 是 应 用 概率 方法 研究 分 析 
问题 的 范例 . 特别 是 1976 年 法 国 数学 家 P. Malliavinf2] 建立 了 一 套 
对 Brown 运动 轨道 泛 函 的 微分 运算 ， 创 立 了 随机 次 分 学 (Malliavin 
calculus, 或 称 Malliavin 随机 分 析 ), 用 概率 方法 证 明 并 改进 了 关于 
偏 微分 算 子 亚 构 圆 性 的 著名 的 Hórmander 定理 ,开辟 了 用 概率 方 
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A BEES Jy TC WI 85 873 2. 其 主要 原因 之 一 在 于 它 的 明显 的 
直观 性 . 分 析 中 处 理 的 宏观 基 常 常 是 物理 中 微观 量 的 统计 平均 ， 这 
些微 观 量 比 宏 观 量 更 接近 物理 实际 . 然而 概率 的 直观 又 不 同 于 物理 
的 直观 ， 它 是 建立 在 严格 的 数学 基础 之 上 的 ， 它 不仅 启发 人 们 的 思 
维 ， 引 导 到 新 的 发 现 ， 抽 且 它 的 证 明 也 是 十 分 严格 的 ， 可 以 说 ， 概 
率 方法 是 兼 有 物理 直观 性 和 数学 严密 性 的 一 种 科学 分 析 方 法 . 

随机 分 析 党 ,按照 仇 芯 清 [6] 的 说 法 ， 是 “增添 了 随机 风趣 的 
分 析 学 ". 在 他 被 授 于 1987 年 Wolf 数学 奖 时 ， 对 他 的 贡献 的 评价 
是 : “他 使 我 们 对 Markov 样本 路 径 的 无 穷 小 发 展 有 了 一 个 完全 的 
认识 . 他 的 随机 分 析 可 以 看 作 随 机 王国 中 的 牛顿 定律 ， 它 提供 了 支 
本 自然 现象 的 偏 微 分 方程 和 隐藏 着 的 概率 机 制 之 间 的 直接 翻译 过 
程 ， 其 主要 成 分 是 对 Brown 运动 的 函数 的 微分 和 积分 运算 ， 由 此 
向 产生 的 理论 是 近代 纯粹 与 应 用 概率 论 的 基石 . ”(Notices of AMS, 
Vol.34, No.2, p.286, 1987). 因此 ， 也 可 以 说 ， 和 随机 分 析 学 是 关于 随 
WRR (或 随机 过 程 ) 轨道 的 无 穷 小 分 析 学 . 

研究 随机 过 程 ， 有 三 种 不 同 的 现 点: 

一 、 接 古典 的 定义 ， 随 机 过 程 X = {Xi(w),t € T) 是 概率 空间 
(Q,7,P) 上 的 一 族 随机 变量 ， 这 里 了 是 实数 轴 IR 中 的 子 集 ， 一 般 
是 正 整 数 集 或 区 间 . 每 固定 te ,得 到 一 个 随机 变量 XQ. 
L?(Q) 表示 由 全 体 随 机 变量 所 构成 的 线性 空间 ， 并 在 其 中 定义 准 范 
数 : 

sles = El A 1j; (0.14) 
R L9(€3) 为 一 Fréchet 空间 .因此 ,一 个 随机 过 程 可 以 看 作 定 党 于 
T REF L(Q) 的 抽象 函数 . 由 于 在 LN) 中 对 as. 相等 的 随 
机 变量 不 加 区 别 ， 所 以 在 这 种 观点 下 ， 若 过 程 X = (X, t € TY 和 
Y = {Yt € T) 满足 : 


P(X,—2Y)-1,  vteT, (0.15) 


就 称 苹 与 了 随机 等 价 或 互 为 修正 . 在 这 种 观点 下 ， 对 随机 过 程 的 
微 积 分 运算 即 取 值 于 线性 拓扑 空间 的 抽象 冰 数 的 徽 积分 运算 ,其 中 
特别 常见 的 情形 是 所 谓 二 阶 矩 过 程 , 即 取 值 于 LO) 的 抽象 函数 ， 
这 里 ANQ) 是 二 阶 短 存 在 的 随机 变量 (等 价 类 ) 所 构成 的 Hilbert 空 
间 ， 其 中 内 积 由 
(£. n)» = JE [Em] (0.16) 

EX. 因此 , T EPAOSUBUR P E Hilhert 空 间 52(9) 中 的 一 条 曲线 . 按 
这 种 观点 发 展 的 一 套 微 积分 学 就 是 所 谓 均 方 微 积分 . 然而 ， 从 本 质 
上 说 来 , 它 只 是 泛 函 分 析 的 一 部 分 , 没有 什么 “随机 风趣 ”, 因此 我 
们 不 打算 在 本 书 中 介绍 . 

二 、 随 机 过 程 X = {Xlw),t E T) 每 固定 w c Q, 得 到 一 个 普 
XE (E Sc on Me X (uo), 称 为 样本 函数 或 轨道 , 若 以 再 7 表示 定义 在 了 
上 的 实 值 函数 全 体 所 村 成 的 空间 ， 即 无 穷 维 乘积 空间 ， 以 BT 表示 
ERB c- fik, IEE X :(Q,Z) — (RT, BT) 可 以 看 作 一 个 取 
FINTAR, BT) 的 随机 变量 . 在 这 种 观点 下 ， 相 应 于 随机 变 
A a.s. 相等 和 同 分 布 ， 随 机 过 程 也 有 两 种 不 同 的 等 价 性 : 

1^ EXE X SY 几乎 所 有 样本 沙 数 重合 ， 即 


P(X, = Y, Vie T) = 1, (0.17) 


则 称 X 与 了 无 区 别 . 
随机 过 程 X 既然 作为 (QFP) 到 (R7, 57) ton y, € 
就 在 (RT BT) 上 产生 一 个 概率 测度 ， 


Rx(B)= Po X-1(B)= P(w;X.(w) € B), BcBT', (0.8) 


TR X 的 分 布 . 

2° 者 过 程 X 与 Y 有 相同 的 分 布 : Ex = By, WR X SYS 
等 价 . 

由 Kolmogorov 构造 定理 可 知 ， 过 程 的 分 布 由 其 有 限 维 分 布 族 
所 唯一 确定 ， 因 此 ， X 5 Y 弱 等 价 也 就 是 区 与 了 具有 相同 的 有 
限 维 分 布 族 . REA, XpOX t Y 无 区 别 ， 必 随机 等 价 ,因而 弱 等 价 ， 
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但 反 过 来 一 般 不 成 立 . 在 最 弱 的 等 价 意 尽 下 ,随机 过 程 可 以 看 作 d 
数 空间 上 的 概率 测度 

从 有 限 维 空间 IR" 推广 到 无 穷 维 空间 R, 至少 出 现 两 点 本 质 
的 困难 : 

19 当 了 为 不 可 列 集 人 台 时 ， 许 万 我 们 感 兴趣 的 集合 (例如 集合 
[w siper Xi(w) < 为 以 及 所 有 连续 函数 的 集合 C(T) 等 ) 都 未 必 可 
测 ， 克 服 这 种 困难 的 办 法， 一 般 是 寻找 一 个 等 价 的 过 程 ， 其 分 布 集 
中 在 RT 的 某 个 子 集 上 , 使 这 些 感 兴趣 的 集合 与 子 集 的 交集 只 依赖 
于 可 数 坐 标 ， 因 而 一 般 为 可 测 集 . 例如 Doob[1] 的 可 分 修正 或 连续 
修正 方法 ,就 是 寻找 这 样 的 等 价 过 程 ， 使 其 所 有 样本 函数 为 可 分 或 
连续 ， 在 Brown 运动 情况 下 ,我 们 得 到 的 分 布 u= fiw 完全 集中 在 
连续 函数 空间 CT) 上 ， 称 为 Wiener WME. 有 时 (例如 Poisson 过 
程 ) 不 存在 连续 收 正 ， 我 们 就 考虑 其 “ 右 连 左 极 眉 正 ”, 即 和 分布 完全 
集中 在 有 连续 且 存 在 有 限 堪 极限 的 洒 数 空间 D{T) 上 的 等 价 过 程 . 

2° R^" 中 的 分 布 ， 重要 的 是 所 谓 绝对 连续 分 布 ,其 分 布 密度 世 
就 是 关于 Lebesgue 测度 的 Radon-Nikodym 导数 .而 在 无 穷 维 空间 
中 没有 像 Lebesgue 测度 那样 的 参考 测度 ， 因 而 无 法 定义 其 密度 . 
但 我 们 常常 可 以 把 所 感 兴 赴 的 随机 过 程 表示 成 某 个 基本 随机 过 程 
轨道 的 泛 函 ,向 如 方程 (0.13) 的 唯一 解 X (0) 就 是 Brown 运动 过 程 
W(t) WEB. Jf nike 5m BEES 4 W = 0R) AEX 
在 R, = [0,oo) 上 满足 w(0) = 0 的 连续 函数 wt) 全 体 所 构成 的 线 
性 拓扑 空间 ， 著 在 其 中 定义 准 范 数 ，: 


|y = ya sup p lel (^1) | wew, (0.19) 


nal 


Hj W HR Fréchet 空间 (Ge this EE £E— A I EX El 5] T 
J0. 以 B = BOW) m H Borel o- 代数 ， p = ñw 为 其 上 Wiener 
测度 ， 则 0, 马 ; 由 为 一 概率 空间 ， 我 们 可 以 将 它 代替 基本 概率 空 
E (Q, Z, P), Kt E£E— Rp pao Er ( 即 随机 变量 ) 都 称 为 Wiener i£ 
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d. 由 于 YW 中 有 线性 拓扑 结构 ， 故 可 以 讨论 其 泛 函 的 微分 运算 ， 
Malliavin 正 是 从 这 个 观点 出 发 创立 他 的 随机 变 分 学 的 . 

三 、 随 机 过 程 X = (X(tw)te T,o € Q) XS MIELE TESRRBIS 
FJ T< 上 的 函数 ， 这 是 第 三 种 观点 ， 我 们 先 考察 方程 (0.13) 右边 
的 两 个 积分 ， 第 一 个 积分 的 形式 是 h 吾 (s,w)ds, 其 中 H 为 一 过 
程 . 它 是 含 参数 o 的 Lebesgue 积分 , 即 按 轨道 的 积分 , 这 种 轨道 积 
分 没有 什么 新 鲜 的 东西 , 但 为 了 保证 积分 后 得 到 一 个 随机 过 程 ， 必 
MER H(s,u) 关于 (sw) 二 元 可 测 ， 即 H 为 一 可 测 过 程 . 第 二 全 
积分 的 形式 是 ， fi H(s u)dW (su), 如 果 按 轨 道 积分 来 理解 ， 就 会 
出 现 不 可 克服 的 困难 .因为 Brown 运动 的 轨道 在 任 一 有 跟 区 间 的 
变 善 都 是 无 界 的 ， 对 固定 参数 w, 其 Lebesgue-Stieltjes 积分 没有 意 
X. 于 是 , 必须 将 随机 过 程 看 成 卫 x8 上 的 函数 . 伊 苹 清 实质 上 是 利 
用 了 被 积 烟 数 的 所 谓 适应 性 以 及 Brown 运动 的 著 性 来 定义 这 种 随 
机 积分 的 . 仇 蕊 随机 分 析 给 了 拷 论 的 发 展 以 强大 的 刺激 : 1962 年 
P.A.Meyer[1,2] 证 明了 Doob 提出 的 上 著 分 解 定理 ，1967 年 Kunita 
和 Watanabe[1] 利用 这 一 分 解 定理 把 随机 积分 从 Brown 运动 情形 
推广 到 了 平方 可 积 蒜 ; 在 20 t£. 70 4E 4C, 法 国 的 Strasbourg 学 派 
(£f Doléans-Meyer[1], Meyer[3], Dellacherie[2] 和 Jacod[1]) 又 将 其 
推广 到 最 一 般 的 半 邯 情形 ， 他 们 充分 发 展 了 上 述 第 三 种 观点 , 证 明 
了 截 口 和 投影 定理 ， 创 立 了 “随机 过 程 的 一 般 理 论 ”, 使 随机 分 析 
理论 提高 到 了 一 个 全 新 的 水 平 . 

随机 分 析 使 得 那些 在 分 析 和 微分 几何 中 通常 只 对 光滑 函数 和 虹 
线 才 有 意义 的 重要 运算 有 可 能 推广 到 一 些 极 不 光滑 { 像 Brown 运动 
轨道 那样 ) mcs CR d ER EAS. 利用 这 种 思想 ， Eells-Elworthy[1], 
Elworthy[1] Æ Malliavin[1] 等 发 展 了 随机 微分 凡 何 学 . 

随机 分 析 方法 在 许多 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 :例如 在 随机 系 
统 控 制 和 滤波 理论 中 ， 随 机 微分 方程 是 不 可 缺少 的 工具 ， 苦 名 的 
Kalman-Bucy 滤波 公式 (Kalman[l], Kalman-Bucy[1]) HR — rdg 
型 的 例子 ; 工程 结构 分 析 中 常常 要 考虑 随机 荷载 ， 风 力 、 海 浪 、 地 
震 力 等 等 ， 因 而 其 模型 归结 为 随机 微分 方程 ; Nelson(1] 应 用 随机 
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过 程 观 点 来 研究 微观 粒子 系统 的 动态 发 展 , 开创 了 随机 力学 ; 最 近 
几 年 来 ， 随 机 分 析 的 方法 渗入 到 量子 力学 中 ， 又 形成 了 量子 随机 分 
By. 金融 经 济 学 是 随机 分 析 应 用 最 成 功 的 领域 之 一 70 年 代 Black- 
Scholes 从 证 券 价格 的 随机 过 程 模型 出 发 ， 导 出 了 期 权 定 价 公 式 ， 
成 为 金融 经 济 领 域 的 一 个 重大 突破 . 近 20 年 来 ， 随 机 分 析 学 已 成 
为 概率 论 中 最 活跃 、 最 富有 成 果 的 分 支 之 一 . 我们 这 本 书 的 目的 ， 
是 在 假定 读者 具有 一 般 测度 论 观点 下 的 概率 论 积 随机 过 程 初步 知 
识 的 基础 上 ， 对 随机 分 析 学 这 一 学 科 作 一 简 基 扼要 的 介绍 ， 以 期 使 
读者 了 解读 学 科 的 本 质 和 发 展 趋势 ,掌握 它 的 基本 理论 和 方法 ， 为 
进一步 阅读 现代 文献 和 开展 研究 工作 打下 较 牢 转 的 基础 . 

本 书 第 一 章 是 预备 知识 , 包括 随机 过 程 一 般 理论 和 著 论 的 初步 
知识 ， 第 二 章 介 绍 近代 随机 积分 理论 ， 这 里 我 们 没有 用 到 Doob- 
Meyer 分 解 定理 , 而 是 借助 于 可 料 o- 代数 上 构造 的 Doléans-Föllmer 
测度 ; 在 第 三 章 讨 论 随机 微分 方程 的 伊藤 公式 时 ， 仅 限于 连续 半 
R, 这 样 可 使 读者 不 需要 太 多 的 准备 知识 而 能 较 快 地 掌握 随机 分 析 
的 核心 内 容 ; 第 四 章 介绍 随机 微分 方程 的 现代 理论 及 其 应 用 ; 最 后 
一 章 则 讨论 Malliavin 随机 分 析 ， 这 里 我 们 用 的 是 Wiener Z PA B) 
Sobolev 空间 方法 ， 作 为 其 应 用 实例 ， 较 详细 地 介绍 了 Hirmander 
定理 的 概率 方法 证 明 . 
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第 一 章 预备 知识 
sl. 随机 过 程 的 可 测 性 


设 (0, Z, P) 为 基本 概率 空间 , 如 果 o- 代数 Z 关于 概率 测度 P 
不 是 完备 的 ， 我 们 总 可 以 使 之 完备 化 ， 例 如 ， 令 


F=Z = F c 0; 村 ,Fa E F, F C FC F> 


HP(0R) = P(Fy)P. 


WH] J A Aw Z Ho- 代数 , BUR P u BPA F Z Z E, R Z X 
T P 完备 ， 因 此， 我 们 总 假定 (7. P) 是 完备 的 概率 空间 . 

现在 考虑 下 的 一 些 子 o- 代数 . 设 8 c 大 为 一 事件 族 ， 我 们 
以 ot9) 表示 包含 9 的 最 小 o- 代数 ， 称 为 由 8 产生 的 o- 代数 ; 
W {了 ,a € T] 为 一 族 随机 变量 ， 我 们 以 o{Xa,a € T) 表示 使 该 族 
随机 变量 为 可 测 的 最 小 o- FOX, SOS BI (Xs, o € T) 产生 的 oj 入 
数 . 若 了 为 一 拓扑 空间 ， 我 们 以 BD) dom d D 中 开 集 全 体 所 产生 
的 oo- 代数 , BB Borel FË o- 代数 . 车 {天 ,a ET} A FET o- 
代数 ， 则 其 交 Daer Fo DA o- 代数 ， 但 其 并 User fe 一 般 不 再 是 
c- 代数 ， 我 们 以 Vaer Fa 表示 由 它 所 产生 的 o- 代数 o (ser Fa) 

随机 过 程 X = {Xi,t € R.) 是 基本 概率 空间 上 的 一 族 随 机 变 
Ht (除非 特别 声明 ， 我 们 考虑 的 随机 过 程 都 是 实数 值 或 R fE B), 
它 描述 随时 间 而 进行 的 一 种 随机 现象 ， 和 它 相 联系 的 有 一 族 子 o- 
代数 $7 = 172 te R yi, 其 中 FE = c[X,,s 所 让 ,表示 过 程 进行 
$) z 时 刻 以 前 的 事件 o- 代数 ， 它 是 一 族 随 时间 t 递增 的 o- 代数 ， 
称 为 由 过 程 X 产生 的 so- 代数 流 . 如 果 我 们 同时 考虑 许多 过 程 ， 
甚至 还 有 别 的 随机 因素 影响 ， 只 限于 某 一 过 程 产 生 的 o- 代数 流 是 


TER, BIEDXUAECKfREREZSRI— E, £RALEMBGESJZSNM—TToc 
代数 流 音 = (Zate RU, 满足 以 下 条 件 ( 称 为 通常 条 件 ): 

1? 递增 性 ， <š < t= CJ 

2° 完备 性 ， 五 包含 天 中 一 切 PER: 

3° duke VEE Ry, Fi A Suus 

对 于 不 满足 2° 的 o- 代数 流 , 我 们 总 可 以 将 一 切 P ERWA, 
产生 一 个 新 的 o- 代数 流 ， 使 之 满足 完备 性 要 求 ; 对 于 不 满足 3° 的 
c- 代数 流 ， 也 可 使 之 右 连 续 化 , 即将 S. = {Ft E IRL) 作为 新 的 
c- 代数 流 ， 它 显然 是 而 连续 的 ， 所 以 除非 特别 声明 ， 本 书 中 总 假 
E c- 代数 流 S 满足 通常 条 件 . (0,7, P.S) 称 为 漏斗 形 概率 空间 ， 
以 后 均 简 称 为 概率 空间 . 

BR 无 + 外 ， 还 可 定义 : 


F = V Z, = e(l J Fah 
act BEL 

Fw = V fF, = o( U Ji). 
t« oo teR, 


RH, Z, X XEM VE 0 8 Fe = >, = Fa, 我 们 就 说 o- 
代数 流 守 是 连续 的 . 

考虑 取 值 于 UR WILA X = (X1,X2,-, X"). DSL vt e 
Ry, X, : 0 — R” 9 F/BGR") 可 测 ( 亦 即 对 i= 1,2, ,m, X; 
为 Z, 可 测 ), ER X 为 SÉRIE. PBIERUISIESIETP SE 
第 三 种 观点 ， 即 将 X 看 作 R. x Q — R” NES, (EARS 
R, x 中 给 出 一 些 子 集 o- 代数 ， 来 定义 随机 过 程 的 各 种 可 测 性 
JR. 

FE B FRE 3 o- JUR BUR x Z. 车 

X : R. x ü — IR" B(IR,) x F/BUR™) WW, M X 称 为 
可 测 过 程 , 对 于 可 测 过 程 X, 如 果 按 轨道 的 积分 


t 
Y(tw)z Í X(s, w)ds, te HO... o € (2 (1.1) 
0 


存在 ， 由 Fubini 定理 ， Y = (Yi(w), tc R.) 仍 为 随机 过 程 ， 但 一 
般 不 是 六 适应 过 程 ， 为 使 它 仍 是 富 适 应 过 程 ， 有 必要 引进 如 下 更 
强 的 可 测 性 定 艾 ， | 

定义 1.1 随机 过 程 X = X(sw) X vt e R i, 限制 于 集 
合 [0.7] x & EA B. x BR") 可 测 (这 里 B = B([D,z]) 4 (0, 2] 
中 Borel 子 集 o- 代数 ), 称 为 $ 循序 评测 过 程 (简称 S MF 
Tu x 从 中 的 集合 A, BERERA 14(t,w) s AFER, RA 
S 循序 集 ， 

显然 六 循序 过 程 是 可 测 、 震 适应 过 程 ， 反 过 来 未 必 成 立 ， 但 可 
以 证 明 (参看 Dellacherie-Meyer[1]), HW, ç iE Rz php s EIE M 
FE. 

TE 1.2 $ TERME 构成 BÜRO) x Z BHAT o- 代 
数 ， 随 机 过 程 X HRY ACBGRT?.) 可 测 时 为 循序 过 程 . 

M -(Ac B, xN; ve R i, AN (0, x M EB, x F, 


容易 验证 ， M R BUR) x Z 的 一 个 子 o- 代数 .对 到 ”中 任意 
Borel $ B, X !(B) e M 的 充 要 条 件 是 ， 对 vt e R,, X (B) 
(Ut x 0) e Be x Fa, Bl X Xy y BP. a 

随机 过 程 若 一 切 样本 函数 为 连续 { 或 右 连 续 且 存在 有 限 左 极 
限 )， 称 为 连续 过 程 {或 右 连 左 极 过 程 )- 类 似 可 定义 左 连 右 极 过 程 
等 . 

命题 1.3 HER 3 Ru yE R W YE PE uram. 

证 Wt X ARER ç WA NE. 任意 固定 te R, XT n c N. 
在 0, x € Em X n F iR EG 


X9 (s w) — X(0,w), ds — 0, 
"^5 | X(k2 wh X(k—1)027 < s < kto” 


(k —1,2,:..,2"7), (1.2) 


则 对 YB € BURT) 有 


(5.5); X (5,9) € B) = (0) x (o; X(0,w) € BJU 


y 
(k— 1) kt Ví ht 
Ü (E28) axu) ee) 
上 述 集 合 显然 属 于 B, x Z. n — oo hF, BOX 的 右 连 续 性 ， 
在 [0, 丰 x 上 有 Xr) (s, w) — X (sw) Am X EHF [0,2] x Q 28 
Bex Ft 可 测 ， 即 X 为 家 循序 过 程 ， d 

ER x 中 ， 我 们 再 定义 BUR) x 三 的 两 个 重要 的 子 o- fX 
LE 

定义 L4 HR x 纪 中 由 全 体 连 续 (GEERS Yapu pag p= #E B) 
c- 代数 P(O) 称 为 $ 可 料 (可 选 )o- 代数 ， 其 中 集合 称 为 s WR 
(RE) 集 ， 关 于 P(O) 可 测 的 过 程 称 为 $ ap (DE) um. 

因为 





连续 适应 过 程 一 > 右 连 左 极 适 应 过 程 


= $8 FF xL EE 一 > umi DT. 


所 以 
PCOCAM CB(R,)x.F. 
以 后 ， 当 六 固定 而 不 至 于 引起 混淆 的 情况 下 ， 逢 应 、 循序、 可 选 、 
可 料 等 前 面 的 S MEE. 
关于 可 料 过 程 及 可 料 0- 民 数 的 构造 ， 有 以 下 量 要 结论 : 
命题 1.5 一 切 左 连续 适应 过 程 都 是 可 料 过 程 . 可 料 o 代数 由 
以 下 集合 系 产 生 ， 


R = (0| x Fo, Foe Fo; (st] x F, Fe Z,,s < t) 
(R 中 的 集合 称 为 TREH). 


证 设 志 为 左 连 续 适 应 过 程 ， 和 命题 1.3 的 证 明 类 侯 (但 注意 
这 次 取 小 区 间 的 左 端点 值 ) 对 n 6 IN, 构造 如 下 过 程 ; 


X (0,4), 车 s = 0, 


x) ,一 
(suo) | X(k2-^,5), 35k2-^ < s < (k 1)277 


(k= 0,1,2,---), (1.3) 


则 对 vB e BUR") 有 


[x ?]"* (B) «((0) x x7 (B) u UJ (= Ea 
k= 


e 


X Xi s (B)). 


HX AEST, Xg (B) E Z, X (B) € Z,;-., ALERG 
AR 中 集合 之 可 列 并 集 ， 因 而 XOU X oR) 可 测 ， dp X 的 左 连续 
性 , 在 RR. x Q Er mrs XM (s,w) = X(s, 0), Bini X Xi o(R) 
aW. BTR: oR) =P. 

由 刚才 证 明 可 知 ， 一切 连 续 适 应 过 程 为 (R) 可 测 , (B p 是 使 
这 些 过 程 为 可 测 的 最 小 o- (CS, MP C olR)， 为 证 o(R) C P, 
只 要 证 明 可 料 和 矩形 的 示 性 西数 是 某 个 连续 适应 过 程序 列 的 极限 . 
E (s,t] x F € R, 易 知 存在 于 [05] 上 为 0 的 连续 函数 列 (os), 使 
lima ;yoo Pn = l4, 由 于 Fe, 故 过 程 Ytn)(u,u) = paw)lr lw) 
为 连续 适应 过 程 ， 且 lm, yoo Y = loger 于 是 证 明了 命题 结 
itc. 4 

注意 ， 对 于 右 连 续 适 应 过 程 ， 我 们 一 般 不 能 用 连续 适应 过 程序 
JEER, AAt (1.2) 那样 构造 的 过 程 X CO 未 必 是 适应 过 程 ， 作 
为 连续 适应 过 程 的 典型 例子 ， 我 们 引进 $—Brown 运动 的 概念 : 

定义 1.6 d HW bb $ XE ER W = (W1,W?,... ,W4), 若 满 
足以 下 条 件 ， 则 称 为 $-Brown 运动 (或 全 Wiener 过 程 ): 

1° W(0)- 0; 


22 3E O < s < t, M| W(t) — W(s) 与 Z, hx, HR # E 
N(0, (t — s)I) 分 布 ， 即 具有 分 布 密度 ; 


[2«(t — s) 7? exp —|x|? /2(t ~ s)) (z € IR^). (1.4) 


注意 由 适应 性 质 及 2° 可知 W 为 独立 增 量 过 程 ， 且 各 分 量 
W.Ww?2,....W 相互 独立 ， 因 而 满足 前 面 提 到 的 Brown 运动 的 一 
切 性 质 ， 以 后 如 不 指明 o- RAR g, IBA Brown 运动 W 意味 着 对 
干 它 自身 所 产生 的 o- 代数 流 SU 而 言 ， 显 然 它 满足 定义 1.6. 剩 下 
的 问题 是 ， 37 是 否 满足 通常 条 件 ? 

EX 17 Ü X = {Xt € R) 2818 Shu, F= 
c(X,s <t}, NX Z h P ERA, TI = [ZZ UN}, Wl 
= {Fte R} Wo x 的 自然 o- 代数 流 . 

定理 1.8 S-Brown 运动 W 的 自然 o- 代数 流 ”是 连续 的 . 

证 为 记号 简单 起 见 ， 设 d = 1， 由 Brown 运动 轨道 的 左 连续 
性 ， 对 t>0 有 lim W = W,, EO F = Z, . 下 面 证 明 右 连续 
性 ， 为 此 ， 只 须 证 对 于 任 一 有 界 TU 可 测 随机 变量 t, EEFE] 为 
XY m. wapi ACRE 


Eje We) F] — EAW gg iA Q3) W (0) F] 
— exp (ow _ S (u — 9} a.s.. 
W 0 < =£ < u — t, M 
EAW [E] = UE RE [EA] 
-E|exp [ow t +e) 一 Su t- e) HF] a.8., 
Qet 


2 
Eje Wen FE] = exp (owto 一 他 人 一 a-s.. 


因为 函数 族 (xa [ex cos(Agz) + b sin(vyx)]; ax, bk, Aa. iX € It, k = 
0,1,---,n,n € IN) 对 乘积 封闭 且 生 成 BUR), 由 单调 类 定理 (附录 
A 定理 A. 3 推论 2) 可 知 ， 对 任 一 有 界 Borel 函数 f, E[f(W.)|Z,;] 
为 cf wr gg. 

现 设 上 < ur < u, fa K fs WAA Borel E, Mi 


EW (uz) fW a DIFE] 
=EEAW (us) E, AOV Qn) A] as 
(1.5) 

BIER QV FE] 为 oc{W(w1)) 可 测 ， 故 存在 Borel 函数 9, 使 
EEF g(W(u1))， 由 上 讨论 可 知 (1.5) 仍 为 AW) TAWKA. K 
此 类 推 ， 对 任意 有 限 个 时 刻 < u < uz < -… < wn 及 有 限 个 有 界 
Borel 函数 fi, fas fa E| TI- AOV Qu) Te | 为 天 RTL 由 
此 推 知 ， 对 任 一 有 界 Tus 可 测 随 机 变量 £ EEF] A F nH. 
FREI, "4 EOS TL 可 测 时 也 是 如 此 ， 蕉 天 = 天. 

因此 ， Brown 运动 W 的 自然 o- 代数 流 于 ”满足 通常 条 件 ， 
B W 为 这 Brown 运动 . 


$2. 随机 时 刻 和 随机 区 间 
记 R, = RU (oo) = 10, oc], 所 谓 随机 时 刻 ， 是 指 取 值 Po 的 
随机 变量 . dog toc 为 两 个 随机 时 刻 ， 则 FU, x Q 中 的 如 下 子 集 ， 
[m] (o) € Rr xQ; nw) < t< +(e)] 


称 为 项 机 (BJ) 区 间 . 类 但 地 可 以 定义 开 的 随机 区 间 (m. 7)). 及 半 开 
半 闭 的 随机 区 间 ((9, 71) 或 io r). 特别 
[F] = {6 w) € R, x N; t= r{w)} 


称 为 随机 时 肇 r 的 BER. 注意 ， 随 机 区 间 和 图 像 只 是 Ex 的 子 
集 而 不 是 GER, x Q 的 子 集 . 即使 7 可取 oo 值 ， 其 图 像 也 不 食 (oo, u) 
之 类 的 点 ， 

对 于 FR. x Q 中 的 集合 A, 我 们 总 以 (A) 表示 其 在 史上 的 投 
E, Hl 

z(A) = {w € Q; 3t e IR # (to) € A). 
显然 ， 对 随机 时 刻 > 有 
z([I7]) = {w € 9; Tw) < oo). (2.1) 


E r(A) A P ZEB, W| 4 称 为 REBA. MH X 5 Y, 若 集 
合 lt w); X(t, w) £ Y(t,o)) 为 不 足 道 集 ， 则 称 X 5 Y xx]. 容 
易 看 出 ,无 区 别 的 两 个 过 程 其 几乎 所 有 样本 函数 重合 . 在 以 后 所 有 
讨论 中 ,我们 均 把 无 区 别 的 过 程 看 作 同一 过 程 ， 因 此 ， 若 一 个 过 程 
几乎 所 有 轨道 为 连续 (或 右 连 左 极 ), 它 必 然 和 某 个 连续 ( 右 连 左 极 ) 
过 程 无 区 别 ， 因 而 也 称 作 连 续 ( 右 连 左 极 ) 过 程 . 

W š = {Fan t € IR.) 为 可 测 空 间 (0, Z) f Fo 代数 流 
{我 们 这 里 暂时 只 假定 它 是 递增 的 ， 而 且 不 涉及 概率 测度 ). 有 一 类 
特别 重要 的 随机 时 刻 ， 它 是 否 已 经 来 临 ， 依 据 到 目前 为 止 的 信息 即 
可 判明 ， 并 不 依赖 于 将 来 的 任何 事件 ， 其 数学 表示 如 下 : 

定义 2.3 EHA T: Q 一 R,, #3 vt e m, 有 : 
[u E Q; r(w) € t) € Fan RA TAARE F BEES, 5 % 国定 而 不 
致 混 清 的 情况 下 ， 简 称 停 时 或 王选 时 ). 

显然 ， 不 依赖 于 o 的 常 时 刻 t 是 停 时 的 特 妹 情形 . 

习题 1.1 证 明 若 > 为 停 时 ， 则 对 vte R, 有 : 

{2 € Q; r(w) < t) € A ^5 Sd XESERI, IEEE. 

对 于 任 一 随机 时 刻 r, 考虑 随机 区 间 A = [[7, oo0)) 的 示 性 函数 
la(to). 它 是 一 个 右 连 左 极 过程 。 由 于 

(t w) € A e riw) € t, 


ax 
la(t, w} = lig (w), (2.2) 
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当 且 仪 当 7 为 停 时 时 ， 14 为 适应 过 程 . AREE PURI W A EE 
JR, MERI 14 为 可 选 过 程 ， 亦 即 A € O. 这 样 ， 我 们 就 证 明了 
命题 2.2 7 为 停 时 — [[7,00)) € O. 
由 命题 2.2 很 容易 推出 停 时 的 一 些 性 质 , 例如 , 由 明显 的 等 式 : 


[le ^ 7, 09)) = [lo, 09) U [lr, oc)) 


立即 可 以 推出 : do 及 7 为 停 时 ， 则 oA 入 7 为 停 时 . 

习题 1.2 利用 命题 2.2 证 明 : S o 及 7 为 停 时 ， 则 avr 为 停 
时 ; £ (ru) 为 停 时 列 ， 则 Vara 为 停 时 . 

习题 1.3 证 明 当 窜 右 连续 时 有 (SAE 1.1):7 为 停 时 — 
((7,o00)) € O(A m [[7]] € O). 因此 ， 一切 以 停 时 为 端点 的 随机 区 间 
HATER. KE {Ts} 为 停 时 列 ， 则 Ann 为 停 时 . 

注意 , 对 于 随机 开 区 涪 ((7, oo)), 其 示 性 函数 是 左 连 石 极 过 程 ， 
Wr 为 停 时 时 , 它 是 左 连 续 适 应 过 程 . 由 命题 1.5, 它 又 是 可 料 过 
E, Am (næ € P. 换 名 话说， 我们 有 

命题 2.3 + 为 停 时 = 0,7]. r, oo) € P. 

注意 到 习题 L3 及 P CO, np Alp s AEAN, ERRIRE 
HL. 

1E 2.4 对 一 切 停 时 7, 存在 只 取 有 限 多 个 值 的 停 时 列 {ra}, 
WES (wo) (e). 

证 XP n € ON, F, = {wrw > nki W k= 1,2, n, & 
Fok = ([w;(k—1)27" < z(u) < k27^Y; MJ F, € Fa, Fn € Fas. 
定义 

k27", 3 u € Fn klk —1,2,--- ,n2"), 
Ta (u) = I oo, 3 uo € F,. (2.3) 
3 (rs) WEMA, Hale 

我 们 知道 ， 天 是 圈定 时 刻 t 前 事件 的 o- 代数 . 那么 对 于 随机 

时 刻 T 前 事件 的 o- 代数 又 如 何 表示 呢 ? 为 此 引进 如 下 定义 : 
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定义 2.5 Wr AEN. FAT. 


_ J rw) €F, 
T|r(w) = | oo, 若 w EF (2.4) 


称 为 7 Æ F ERRE. 
Fr = {F E Fott E RrFNIr <t] € Fa} (2.5) 


称 为 前 事件 o- 代数 . 

容易 直接 验证 : 由 2.5 定义 的 7 确 是 一 个 e- 代数 , 且 当 了 = 三 # 
为 常 时 刻 时 ， = 和 Z 重合 。 注意 到 Fofr < t] = [rlr < t], H 
(2.5) 即 有 ， 


F, = [F € Z; Tie 为 停 时 上 
= {F € Z; Flr, œ} € 0}, (2.6) 


由 此 可 以 得 到 有 关 F, 及 Z, 可 测 性 的 一 些 简 单 结果 : 
命题 26 设 a,7 为 停 时 ， 则 
1? 了 为 五 TT 38, 
2° ç < T = Z, C Fri 
3° £, nZ; = Tou 
4° Fo V >, = Fovr- 
证 1° 因为 对 Ve, te R A 


[rzslntrzduge-uc-7. 
由 定义 (2.5) 可 知 对 Vs € R4, [r E s| € Fr ERHI rA 7, 可 


wi. 
2° RAE F E Fe H oler srir H 


[rl oo) = [lel roo) V lele, 7))- 


olr Am, W (in|, 00)) ARATA, 因而 其 本 身 也 是 可 
选集 , kk r| e ZJ PERSE. (B H (2.6) m, EER ERE: F € Z; — F € Z, 
k = CA. 
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3? H 2? HR Foar C Z, NFr 反之 , W P e Z, nZ, Mj |= 
及 rtie AFE, Am Ane = alr ATi 为 停 时 ， 亦 即 F € Frar 
& Fo OFr C Ff. 

4° H 2° HEUS FoF, C Favr 由 1? 知 0o 及 TT 均 为 vr 可 
WW. 因而 Io < 7j, [r < a] € Frvr- W F € Fovr, W FNle < +] E€ Fovr, 
Am e v+ Æ Fr [e < +J Emm EBR, BEER r 在 同一 集合 
士 的 限制 【因为 在 此 集合 上 有 < r, W o v r = r), Hi (2.6) 知 ， 
Fr [z < +] e F B FÉSXEBISTÁD F Y [r < s| € Z,. I F STA E 
述 两 个 不 相交 和 集合 的 并 集 ， K Fe p; V Z. É 

命题 2.7 yb $ AER, {m} AT 2 8 [EH GE 7s 4 z, NU 
Fo, LZ... 

证 注意 此 时 有 mle | 7|=(F € F3) 和 命题 2.6 之 3° 同样 推 
BR, (E [HOJA 1.3 即 可 得 证 ， E 

习题 1.4 EH: 若 为 停 时 ，7 AWET > c BJ Zç 可 测 随 机 
时 刻 ， 则 7 为 停 时 .并 利用 些 结果 证 明 : 车 ,7 AMET, Mü o ++ 
为 停 时 . 

此 后 ， 我 们 总 假定 ç AER. 以 让 表示 停 时 全 体 所 构成 的 集 
合 ， 再 为 有 界 停 时 全 体 所 构成 的 子 集 ，T 为 其 中 只 取 有 限 儿 个 不 
同 实数 值 的 停 时 全 体 所 构成 的 子 集 . 时 刻 0 是 一 个 特殊 的 停 时 ， 其 
在 集合 天 上 的 限制 记 为 GF(= Ole) 令 


T z(fDor]PFe-Jo((erhesxnereT) (2.7) 


在 上 述 随 机 区 间 系 的 定义 中 ， 著 将 了 分 别 伐 以 子 集 T, 或 万 , 则 分 
别 记 为 £s BEI PR, RIE LICU 关于 可 料 o (pP 
的 构造 ， 还 可 以 得 到 如 下 绪论 ; 

命题 2.8 P = c(Z) = al 五) = c(T;). 

证 命题 1.5 已 经 证 明 P = e(R),R 为 可 料 矩 形 全 体 ， 由 于 
(0) x F = [fr], (s,t] x F = (le ^tt]; SUR C I Xi (ol = 
Io, 7] XI(0,0]] € P, && Z C P. NER CZ; C Z, C £ C P, AUR 
们 有 o (R) = oT) = (15) = o(2) - P. l 
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随机 时 刻 药 一 个 重要 例子 是 所 谓 首 达 时 . W X 为 一 过 程 ， B 
为 状态 空间 m" 的 某 个 集合 ， 过 程 % 前 达 B 的 时 刻 定义 为 


Tp(w) 三 inf(t; X(t,u) € B], (2.8) 
{我 们 总 约定 inf(ó) = oo)， 那 么 ， 首 过时 是 否 随 机 变量 ?是 否 停 
时 ?为 解答 这 个 问题 ， 我 们 注意 : 
Tp(w) = infft; (t,w) € X (B) 
XB XB) 为 P. x 显 中 的 子 集 . 当天 为 可 测 (循序 、 可 选 、 可 
TD 过 程 而 B Borel TEH, WE XHB) 为 BUR) x Z np ys 


(循序 、 可 选 、 可 料 ) $. 因此 ， 为 研究 Te 的 可 测 性 ， 一般 地 引进 
Te x 人 2 中 集合 4 的 初 静 (debut) 的 概念 ， 其 定义 为 


D alw) = inf{t;(t,w) € A]. (2.9) 
注意 对 fe R. 有 
{w; Dalw) < t} = "A n [[O, £))], (2.10) 


其 中 (0,0), 表示 [0,f) x Q. 所 以 ， 为 证 ve 或 Da Rn WEITE, P 
ARTE SE PO 82 B RE RD B ERST aj Bi. 要 彻底 解决 这 一 问题 ， 必 须 用 到 
Choquet 的 容 度 理论 . 


$3. Choquet 容 度 理论 及 应 用 


XXE pU, BURS) 上 任何 测度 4 是 内 正则 的 , 即 对 YB € BUR?) 
有 
p(B) = supfp(K); K C B, K € K(IR?)], 
其 中 KURI 表示 IR^ 中 紧 子 集 全 体 ， Choquet[1,2] 2056 15 5-8 
论 时 注意 到 , 这 种 内 正则 性 质 和 测度 的 可 加 性 并 没有 本 质 的 联系 ， 


它 只 取决 于 关于 集合 单调 序列 的 连续 性 质 , 于 是 创立 了 容 度 理论 . 
1957 Æ, Hunt 在 他 的 著名 论文 (Hunt[1]) 中 成 功 地 将 容 度 理论 用 
于 马 氏 过 程 的 研究 ， 证 明了 过 程 轨道 首 达 Borel 集合 的 时 刻 的 可 测 
PE. 20 j£! 名 年 代 ， Meyer 和 Dellacherie 进一步 运用 这 个 理论 
证 明了 随机 集合 初 遇 的 可 测 性 和 著名 的 截 口 定理 , 因而 英 定 了 随机 
过 程 一 般 理论 的 基础 (参看 Dellacherie [1]), 本 节 将 扼要 介绍 这 一 理 
论 及 其 在 概率 论 中 的 若干 应 用 . 

Jj HER EIS BUE. JR 中 的 解析 集 ， 按 定义 是 RT 中 一 
列 开 集 的 交集 (Gs SR) 在 JR" 中 的 投影 . 这 种 集 类 严格 地 比 Borel 
TR o- RREK. 这里， 我们 要 给 出 解析 集 的 一 般 定义 ， 

EARE., FAnn TRR. # 0 < Z MJ FRALO E 
的 一 个 铺 (paving)， 此 时 (G, 2) 称 为 铺 集 (paved set). 对 任 一 拓扑 
空间 E, 我 们 以 K(E) 表示 E 中 紧 子 集 全 体 所 构成 的 铺 ， 在 乘积 空 
ML Ex Q rh, DL KEJSF 2 (Kx FK e KLEF c F) dm KE) 
A Z Bum. HO z ARA E xN ANARE. 

EX 3.1 HE (0,77) 为 一 铺 集 ， 4 为 Q 的 子 集 ， 车 存在 一 个 
^h CERERI E 和 E x Q 89—41 75€ S E (K(E) @ Fos, 使 
A A, 则 4 称 为 大 BHE. 大 解析 集 全 体 所 构成 的 铺 记 为 

这 里 5e (K(E)@ Z). ; 是 措 $S 可 由 大 {EE) 久 下 中 的 集合 先 经 可 
IFEA., BREED EU Ais SET S l|. 

Ame (E x NCE e Z) RAKES Z RRES LAH 
影 ， 由 定 尽 立即 可 以 得 到 

命题 3.2 设 巨 为 紧 距 离 空 间 ， (0, 为 铺 集 ， 则 K(F) S Z 
解析 集 在 器 上 的 投影 为 FRIR. 

证 设 À € AKE SF) ERRET, Fk 5 — T IE BA ET 
紧 距 离 空间 五 RSec(K(E)eK(E) S Fei E (S) = AGXÉ v 
ERE E x Ex Ex? HRE) 因为 E' x EX IB 
H, H K(E) e K(E) c K(E' x E), Br ËL S e(K(E'x E) &F)os, H 
ror (S)=r(A) SERRE SEE X, AEAF) 
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为 研究 (A HAF) HER, Ed AF) 对 某 些 运算 的 封 
闭 性 质 . 

命题 3.3 设 (0,7) 为 一 铺 集 ， 则 

1° AF) 对 可 列 并 及 可 列 交 运算 封闭 ; 

2° ACACF)) = ALF). 

# QU EAS 5. nu 

3° A(£)e ACF) c A(F @ Z). 

还 1? d {An} C AF) WEN, WB n 存在 紧 距 离 空 
Hj E. 及 S, € (K(E,) 9 F)os, 使 fr(S = An AETA E 
fi Aa. € AF), $ E = [[ E, 为 乘积 拓扑 空间 (ERER E 
E) 则 乘积 铺 G9, Kn) C K(E). 以 C, X E x ü PA S, 为 
RIER: Cn = Sa x (Ia En). PRA Dn An = n((1, Ch) 
但 C, € (Quo X(E.) O Foss s (1, C. € (69, K En) G F)os C 
(K(E)09 Z). 按 大 解析 集 定义 可 知 门 ,4 € AF), BE ACIE) 对 可 
列 交 运算 封闭 . 

为 证 其 可 列 并 Un An E ACE), 令 吾 为 拓扑 和 空间 57, En 的 单 
ARF, AEA En K(Es) = (2, Ku; K, € K(Es), Yn € 
IN, 且 除 有 限 个 K, 外 均 为 空 集 ), MU 5 7 K(E,) C K(E), H U), A, = 
TD S4). W S, = fm Saa, 其 中 {Sanm} C (K(E,) Q9 Z);. 由 于 
Ln Sn = Lan Nm Saa = Pl 22 Snym R Ln Snym € QI, KlEn) 
OF) MA 35, Sn € (KEO Fos 于 是 , Bt F WDR hb kE SCRT ATI 
Un As € ACF), BD ACF) XERIPUJEXS SERRE. —- 

3° Ww A€A(£),A' EAF) 由 解析 集 定义 必 存 在 A, € Z, É 
A ez d AC AA, BACA, B8 A(7) @7' c A(7G@ Z). H 
T AGE @ E)xuj3ti Sr m, 故 A(27. @ >; C ACP @ Z”). In] 
理 , 有 F, @ AC!) c A(F QUE). FÆ, AxA = (AxA Al x 
A^ € A(F @ F^. 

29 显然 A(Z) C AAF). RE A € AAF), EAF) 解析 集 
WE, dTENEBE2EZBEJXSe(QUQQG.AU) f& (5) = A. 
但 由 3° gm, KERAF) C A(K(CE)) Q ACP) c AKEEF) 
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由 于 AQCCE) 69 Z) 对 可 列 并 及 可 列 交 封闭 ， 故 S € A(C(E) F), 
由 命题 3.2 #(5S) = AEAF) 这 就 证 明了 AAFC AG). Ë 

由 于 解析 集 的 余 集 米 必 为 解析 集 ， 故 AF) 一 般 不 构成 o- 代 
数 ， 但 我 们 有 

$E 3.4 设 (0,7) Arif. 为 使 r(F) C ACD, 其 必要 充分 条 
TR. 大 中 一 切 集 合 的 余 集 都 是 FRIE. 

证 必要 性 显然 成 立 ， 为 证 充分 性 ， 令 


G = (A C ü; ARA" € A(F)), 


则 我 们 有 下 C g c A(Z). 因为 8 ZGEXXT À E A^ 是 对 称 
BJ, HAF) 对 可 到 并 及 可 列 交 封闭 ， 所 以 98 是 o- 代数 . 于 是 ， 
F CGC A(2).1 

现在 考虑 概 永 论 中 通常 遇 到 的 情况 , BI B = BR), K = XR.) 
(由 以 下 证 明 可 以 看 出 ， RR. 可 换 成 更 一 般 的 具有 可 数 基 的 局 部 紧 
Hausdorff 空间 )， (0,27) 为 一 可 测 空 间 ， 我 们 有 

定理 3.5 1° Bc A(K) = AB); 

2° Bx F C A(K @ Z) = A(B x Xy 
3? Bx JF Bir Q Lf BEEXFXRSU. 

(注意 此 处 B x RRIEGEGdH o- EA, AREA B G9 Z AE — Ei 3). 

证 1^ 因为 紧 子 集 的 余 集 可 表 为 紧 子 集 的 可 并 列 , W K c 
ACC), ACC) 封闭 于 可 列 并 ， 故 由 命题 3.4 得 B = e(K) C AK). 由 
für 3.3 Z 2°, AB) C ACAQ(C)) = AK), 但 显然 有 AK) C AB), 
故 A(K) = A(B). 

2° 因为 大 的 下 中 集合 的 余 集 可 表 为 区 他 下 中 集合 的 可 列 并 ， 
H Bx Z = o(K @ Z), Wk H 1° 同样 推理 得 证 2^. 

3° RARE, R XUEPBBUGIR 82? 可 知 A(K G 7) = 
A(B x Z), 于 是 由 命题 3.1 直接 推出 ， 

再 引进 Choquet 的 容 度 概念 . 

EX 3.8 设 (0,22) 为 一 铺 集 目下 对 有 限 交 及 并 运算 封闭 Br 
谓 Q 上 的 FER RGERCBDUT TERU EBI S I : PO) — T: 
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1° HE Ec F= HE) < HF); 
2° 从 下 连续 性 ， E, TE — (E) = sup, IEn); 
3° WW F MEERE: 


{Fn} C F, Fn LE — HF) = inf I(F,). 


EECHER 
I(E)—sup(I(F)F C E,F € Fs}, (3.1) 
NERA TEM. 
先 看 容 度 的 两 个 例子 ; 
例 1.1 设 (O, F, P) AREE TS, SE F c Q <+ 
P*(E)= infíP(F), F > E, FEF}, (3.2) 


Wd P* 3 Q ER) Z HE (K R S NIBES SEA TERO DI SUE Hal 
mosil], 812). 

例 1.2 设 (Q,Z, P) 为 概率 空间 ， K = KL) H = (K @ Z), 
A K@ Z PREKA IDE REA ROS ER. 对 ac F. X0 


KA) = P" [z(A),, (3.3) 


MU; X; R, x Q EB] HRR. 

证 容 度 性 质 1° 及 2° 显然 满足 ， 设 (An) CO H A, 1 A, ij 
(1(A),)) 为 Z rp RGBIEJTEIE PI. 考虑 到 例 1.1, 为 证 性 质 3° PLN 
证 明 (Y (A4) = z(A). 显然 我 们 有 n(A) = m, A4) C [Y CAS). 
为 证 相反 包含 关系 ， 设 w c Cl n( As), 由 于 其 v- RA CA.) 为 
单调 非 升 非 空 紧 集 序列 ， 故 其 交 As Z 0, BD wer. TE, 
MTAn) = (A). W 

Choquet 证 明了 下 面 的 著名 定理 ; 

定理 3.7 (Choquet REEM) 车 了 为 7 容 度 ， 则 一 切 FR 
析 集 为 工 可 容 集 . 

证 证 明 分 两 步 进行 : 


1° — Fos EE I NAR. 

设 百 E 万 5 不 妨 设 E) > 0, E = D, En, 其 中 {Ea} C Fo; 
且 对 Yn € N, En = Um Ene 其 中 {Ewm}mey 为 下 中 的 集合 序 
列 ， 不 妨 设 它 单 调 非 降 ， 为 证 上 是 了 可 容 上 集 { 即 潢 足 (3.1)), RA 
HE: Va < HE) 3F € F; ## F c E B I(F) > a. 

由 容 度 性 质 2^, E) = HE N Ei) = sup, HEN Era), WEE TE 
mi 使 HEN Erm) > a, là O, = En Ey; 再 由 性 质 25, (C1) = 
H(Cin Es) = supm (CI IE, 又 存在 ma ffi (C; ES) > a, Bii 
Ca = Cin Erma nen 如 此 下 去 ， 可 得 序列 {Cn} K IE, , 1 C Z, 
使 对 vne N A ICa) > a, C, = G, N Bn C E, A 

Fa = Em O Ezma DoD Enma (n € IN), 


F=[)F,=[]E,,.. 
= t 


则 对 Yn € N 8 C, C Fa I(Fh) > a, H (F5) 为 下 中 单调 非 升 序 
5j. 电容 度 性 质 3°, 





IF) = inf I(F,) > o. 


TR, Fe HF-( Es, C Y. Es = E. BETA Z 3 Inf 
T. 

2° —9»- RRE ITRE. 

i AEAF) REN, FEREARE E H S € (K(E) Q 72e 
Í &(8) = A. 以 天 表示 KB 的 和 中 集合 的 一 切 有 限 并 集 所 构成 
HH d K(E) 及 Z 对 有 限 并 及 变 运 算 的 封闭 性 质 可 知 die tn 
Jb. 对 五 x 电 的 任 一 子 集 H $ 

J(H) = I[=(H)|, 


Hf 1.2 Bn, "Dn J 25 E x Q EHAR 但 1 Qu S 3* J 
TRR, MIES e> 0, FE H @ S' C S Ë J(SU > J(5) e. 
然而 Hs S' 之 投影 z(S') € Z, Haris) C «(S) = A. I] 


Hir(s 让 > Ha(S)] = e = KA) — e, 
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故 A 为 1 可 容 集 . a 

回 到 例 LI. AFPA FRR, REE, U F RREA P 
可 容 集 . 但 此 时 Fs = F, ERL P* = P, th (3-1), 对 VE EAF) 
有 

P'(E)-sup[P(F)F C E, FEF}, 

因此 看 在 F,P»F EF, $E F, C E C FP, H P(E) = P (F), 即 E 
F F 关于 PP 的 完备 化 o- 代数 ), 注意 到 Z 解析 集 的 定义 并 不 依 
赖 于 概率 测度 P, 因此 这 个 结论 对 任 一 概率 测度 都 是 对 的 ， 也 就 是 


AG) CE, (3.4) 
P 


Et P 跟 遍 下 上 一 切 概 率 测度 的 集合 ， 0.7. PURGA i 
遍 可 测 集 . 这 样 ， 我 们 便 得 到 定理 的 重要 推论 ， 

推论 可 测 空 间 (0,7) 中 一 切 大 解析 集 是 普遍 可 测 集 . 特别 ， 
# (Q, =, P) 为 完备 概率 空间 ， 则 D 解析 集 是 可 测 集 . 

再 由 定理 3.5 之 2° 及 3°, 便 得 以 下 定理 ; 

定理 3.8 dE (0,7, P) 为 完备 概率 空间 ， 则 一 切 BUR) x Z 
可 测 子 集 在 Q 上 的 投影 为 Z 可 测 集 . 

现在 假定 (0,7, P) 为 完备 MEZA, F= (Z, t c R.) A d 
足 通常 条 件 的 子 o- 代数 流 ， 由 定理 3.8 可 知 ， 对 只 e Ry, Bt x >, 
umi Q 土 的 投影 为 A 可 测 集 ， 于 是 ， 我 们 有 以 下 重要 的 推 
论 : 

推论 1 嫩 ( 玉 ,)x 大 可 测 集 的 初 遇 为 和 工 可 测 函 数 ， 售 插 序 集 的 
yas F m. 

证 B Ae€B(R,) x. xt vte R,, H (230) AE 


(ui DA(w) < t} = [An 0, 0)] € Z, 


M Da AF REEL BRE A € M. 此 时 对 YE IR, A Anio: € 
B, x Z, 因此 n[ACYIO0)) € Z, 故 DA 25 8 PRBT (参看 习题 1.1). 上 
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推论 2 可 调 过 程 首 达 Bore 集 之 时 刻 为 Z 可 测 函 数 ， 六 循序 
过 程 首 达 Bored 集 之 时 刻 为 癌 停 时 . 
证 W B e B(R”), fog X (2.8) 和 (2.9) X 
TB(w) = inf{t; X(t,w) € B] 
= inf{t; (t,w) e X^!(B)) 
= Dx-iay(v), 


5 X Jg ap (F) xpERBI, XHB) E BULL) xF (X (B) e M), 
由 推论 1HDfHur. = | 
最 后 我 们 来 研究 随机 时 刻 7 前 事件 o- 代数 万, 为 使 对 其 构造 


有 个 清晰 的 印象 ， 我 们 用 下 式 定义 一 个 映 象 oL: {w ro) < oc) — 
+ X n 
Qr(w)z (r (uo J € R. x t1. (3.5) 


AGÉBRS yl 将 R, x Q 的 子 集 映射 为 {wrw < oo) 中 的 子 集 ， 


ez (A) = {w (rw) w) € A, Tw) < oc) 
= r(A n [r (3.6) 


我 们 将 o7 A) 称 为 A 之 7 RO, 简 记 为 A HTAA X, 
可 定义 其 7 ARDET: 


(T(E ; ; 
Xr lIr<o0l = { à (69,9) p <> (3.7) 
推论 3 1° rc T, À € M— AEF; 
2? r€ T, X A8 EXER — X.1,, co] 为 Fr YT PE Xi. 
证 1? i A € M, Hi? [rJ] € O c AA(3JR8 1.3), && Af [7] e 
M. 根据 推论 1 ACT] 之 初 遇 为 停 时 . BO 7 f£ A, 上 的 限 
制 , 根据 (2.6) 式 即 有 A, € 五 (容易 看 出 , 循序 集 之 投影 A. < Fu). 
2” 在 集合 {w;7{w) < oo) 上 有 
picos = Xo, 


HI 1° 所 证 ， 对 4E MGvrzi(A) = A. € Z, E 
er :Fr < oo] — R, x Q H F./M TIN; 
EX 为 循序 过 程 ， 则 | 
X : R. x 0 — I" 为 MIB?) 可 测 ， 
故 其 复合 映 象 入 ow; 为 TF. /BURT) 可 测 . 显然 ，[r < eo] [r = oo] € 
Feo FE Xr lico) 为 Z, WAA s 


ik AER RER: FENA 7 之 图 像 为 可 选集 (甚至 只 要 
假定 是 循序 集 ), 则 7 为 停 时 .因此 我 们 有 


TET < [ir] € O (s&£ M). (3.8) 


X 万 中 集合 总 可 以 分 解 为 互 不 相交 的 两 个 集合 的 并 集 ， 其 一 为 某 
循序 集 之 z 截 口 ， 其 一 为 某 Fo 可 测 集 与 fr 一 oc] 之 交集 ， 即 

=, = ez (M) + (Fas N [7 = o0)]). (3.9) 
读者 可 自行 证 明之 . (3.9) 式 表明 ， F, 是 一 个 o- 代数 . 


4. 一 致 可 积 性 和 LP 收敛 性 


É (Q,F, P) 为 完备 概率 空间 ， p € [Loo RIA L* = 
L'(0,7,P) 表示 p 次 窜 可 积 的 实 值 随机 蛮 量 (等 价 类 ) 所 构成 的 
Banach 空间 ， 其 范 数 由 下 式 规定 ， 


上。 = lêle = (ŒE. 


L” = L*(Q,, F, P) 为 本 性 有 界 随机 变量 (等 价 类 ) 所 构成 的 Banach 
空间 ， 其 范 数 为 


lll. = Elz= = ess sup |£] 
= infic; PIE > e] = 0). 
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随机 变量 族 {Xo,a cer) c D^, 车 满足 


sup ||Xally < oo, 
acr 


称 为 在 LP 中 有 界 . 我 们 知道 , "3pc(Loo) 时 ， 王 为 目 反 Banach 
空间 ， 因 而 每 一 LP ARRERA (PERRI c(L^,L*) 中 收 
$t, Kia? +p = 19 称 为 了 2 的 共 辆 指数 ) 意义 下 是 相对 列 紧 
集 . (B^ p—lirH, LO 不 是 自 反 的 ， 因 而 Ll chi n K Ob 6 58 
拓 补 e(L^,L97) 中 为 相对 列 紧 集 ， 为 使 其 相对 列 紧 ， 必 须 加 上 所 谓 
积分 一 致 绝对 连续 性 条 件 ， 即 对 ve > 0,35 > 0 使 对 VF e Z f 


P(F) <¿= sup f |XaldP < E. (4.1) 
cel Je 


为 此 ， 我 们 给 出 如 下 定义 : 
定义 4.1 随机 变量 族 {Xa,a ET} Cc 天 ,车 


Lim sup f |XaldP = 9, (4.2) 
9*9 ogl J fixa [zc] 


TR 一 致 可 积 族 ， 

显然 ， 有 限 个 可 积 随 机 变量 必然 一 致 下 积 ， 若 XS) 为 某 个 可 
积 随机 变量 所 控制 ， sups Xal < £ as.( 或 者 为 某 个 一 致 可 积 族 
{Fa 8 € T) 所 控制 对 YET,38em WE [X.| € Yp as), Bl (Xa) 
一 致 可 积 . 关于 一 致 可 积 性 ， 有 以 下 判别 准则 : 

命题 4.2 R (X. a € T) C LI, Wl (Xa) 为 一 致 可 积 族 的 充分 
必要 条 件 是 ， 它 在 工 ! 中 有 界 且 积分 一 致 绝对 连续 . 

证 必要 性 ， Xp Fe Z,c > 0 我们 有 


f IX, dP < cP(F) + f IX,IdP, a € T. (4.3) 


za]2c] 


E {Xa} 一 致 可 积 ， 可取 c 足够 大 使 


sup f |XaldP < e /2, 
[lza |>] 


ccr 


在 (4.3) 中 令 FP = Q, 便 得 Li ARH: 令 5 = e/2c, 便 得 一 致 绝对 
连续 性 . 

充分 性 . EA e> 0, 由 一 统 绝 对 连续 性 ， 存 在 5 > 0 使 (4.1) 成 
立 . E e> $Í lsupser Ell Xall W l 


sup P[|X,| > e] e! sup E]]X]] < á 
acr acr 


由 (4.1) 即 得 


sup f |X4|dP < e, 
«er J[[X, [c] 


即 {Xa} BAR. B 
注 APEEF, Win (4.1) 可 推出 5! 有 界 性 .因为 此 时 癌 将 
Q 表 为 有 限 个 其 测度 不 超过 6 的 可 测 集 之 并 ， 
下 面 的 充分 条 件 实际 上 也 是 必要 条 件 ， 但 我 们 只 用 到 其 充分 
T. 
命题 4.3 AFER, 上 非 负 可 测 函 数 (t), 使 
1? limi. g(t)/£ = oo; 
2° SUDp,ecp FE|2(]X.|)] < oo. 

则 {Xo,a € D) 29 — 38 U BUR. 

证 4 a= sup.er Elg Xal] < oo. Ea & > 0, H 1° 可 选 c 充 
4X. WA t> e 时 有 g(t)/t > aje 于 是 在 集合 (o : |Xolw)| > e] 
上 有 

g(IXa(2)0/1Xa(w)| > a/s, 


亦 即 对 Va € Pf |Xal € eg(]Xa])/a, 于 是 


f |X4|dP € ez[g( X. |)]/a < £, Va Er. 
7 [IX >e] 


因而 {X2} 为 一 致 可 积 族 . v 
特别 ， 取 g) — t, p» 1 得 
推论 1 对 p> 1, 4E LP 中 有 界 的 随机 变量 族 为 一 致 可 积 族 . 
AR g(t) = t(logt)*, WA 
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推论 2E supa Æl] Xa|(log [Xa|)*] < oo, 则 (X4) 为 一 致 可 积 
JE. 
作为 一 致 可 积 族 的 重要 例子 ， 有 
命题 44 Ék e LY {Fna € D) 为 下 的 任 一 族 子 o- 代数 ， 令 
Xa = Eft|7.], W (X.,ə € T) 为 一 致 可 积 族 . 
证 由 于 EEF] < Elle|IZ,] as 只 须 证 {EEF a € T) 
为 一 致 可 积 族 ， 因 而 不 妨 设 E EB. 对 c>0 有 


P[X.2 cl c EfXa] = Eft, ^ Vect. 


Xf a» 0 R Vo € T, HBZRTERBHEBPERUR 


f X4dP = J ¿dP 
[Xa >e] [Xa zc 


< aP[Xa > c dj EdP 
[£24] 


< * je] +f tdp — Vacr. 
c [£2] 


任 给 < > 0, 选 a 足够 大 使 右边 第 二 项 不 超过 2/2, 再 选 c 足够 大 使 
第 一 项 不 超过 sj/2, 于 是 证 明了 [X4) 的 一 致 可 积 性 ， 和 

由 一 致 可 积 性 可 得 到 L1 收 合 性 判别 准则 ; 

定理 4.5 设 (X4) 为 可 积 随机 变量 序列 ，& 为 一 随机 变量 . HU 
{X Ml KAF E(B E 8 L) fsEA AREE RES (Xu) HOW 6 
ATER (X,.,n € N} 一 敏 可 积 . 

证 必要 性 . 由 L^ WE m hdi HUE kak Hk L ht m, 
根据 命题 12, RANE (4.1) HRS. XP Fez, 显然 有 


aap < f apa lx. -eh nen. (2) 
F F 


EY e > 0, 由 工 ! kakak, Dno € IN EH n > no 时 有 lX -E < 
e/2. 由 于 (£, Xi Xo, ,Xno} 为 有 限 族 , Br 36 > 0, 8 P(F) < ó 
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时 有 
f aP < e/2, sup f [XaldP < e, 
F F 


nm 


H (4.4) 18 SUD, e N fr IX, |aP x e. 

充分 性 ， 设 X, 2 EB (X) 一致 可 积 . 由 5! 有 界 性 及 Fatou 
SAA EEL B IX, ine N} 一 致 可 积 于 是 对 s>035>0 
dX Perd 


P(F) < ó => sup / X, — tldP < e/2. 
nENJF 


Bh X, 6p. Ino € N, 使 当 n> no 时 有 
PX, — £| > e/2] < å, 


因而 当 n na 时 有 
Blx -e= f |X., — élaP 
[X,,—6 2e/2] 
[X«—£| «e/3] 
EXef/2 + e/2 = e, 
Bp X, cn 


对 于 非 负 可 积 随机 变量 序列 ， 则 有 以 下 简单 的 结果 : 
定理 4.6 W {Xn} 及 为 非 负 可 积 随机 变量 ， 则 


X, D £ — X, Db £ B E[X,] — Eft]. 


证 必要 性 (=>) 显然 成 立 ， 今 证 充分 性 ， 因 


Xnt+é= (X,V£)+(X. AS ne N, (4.5) 
而 X, A£ < £ £ L), tH Lebesgue PARA uz 8 48 
E|Xn A£] — #E|¿]. (4.6) 


Xm E[X,] — Ele) a] An [X4 + £] — 24E[£], 对 (4.5) 式 两 边 积 
4, & n— oo 得 
E|X, v £] — Elt, (4.7) 

但 |X« — £| = (X, v £) (Xn ^ £), 故 由 (4.6) 及 {4.7) 可 得 El|X,, — 
E — 0, Hp L' 3. 8 

X p21 XT L KIEREN, RHE 

定理 4.7 设 pe[l,oo0), {Xn} c E? B {Xn} 依 概 率 收 合 于 随机 
变量 £, 则 以 下 命题 等 价 : 

1° X, 25 ç; 

2° {Xan € N} — tn] 18; 

3° JE||X,|P] — EL]. 

证 因为 我 们 有 

IX, - Lej, 
Ak 2° == 3^ 是 定理 45 及 4.6 的 推论 .由 显然 的 不 等 式 : 
IX, |° < 27^! (LX,, — EF + ||), n € NN, 
[Xn EP x 22 !(X,]* -]|£?), ne 

积 ， 故 由 定理 4.5 可 知 194—529. E 

习题 1.5 uNEiXp«qcc,X.-£HBíX,neN) E 
Ze 中 有 界 ， 则 x, 25. 

习题 1.6 设 pe [1,60),9 X Z fT o- AU, E Xx, 2 e, MJ 


E[X,..g] Z Egg]. 


此 结果 表明 条 件 期 望 算 子 在 L 中 连续 . 


85. ARTERA PER 


RCAF T O 收 往 性 和 一 致 可 积 性 的 关系 ， 有 一 类 特殊 
的 随机 过 程 , 其 L AREA A as. 收敛 性 , 因而 对 这 类 过 程 来 说 ， 
其 五: 收 人 证 性 和 一 致 可 积 性 等 价 ， 这 类 过 程 就 是 靳 ， 本 节 将 扼要 地 
介绍 离散 时 间 参 数 的 襄 论 ， 详 细 讨 论 可 参看 Doob[1] 或 Neveu[2]. 

我 们 以 Fo = NN UO 表示 非 负 整数 集 , 并 记 No = INo UU{o0}. 
在 基本 概率 空间 (0,7, P) 中 ， 给 出 一 族 递增 的 子 o- 代数 名 = 5. 
n € Noj, 并 记 Fo = YnemoF = [Fen € 而 o}， 随 机 过 程 
X =(X,,n € Noh 车 对 Yn € No, X, 为 Z, npa, Ws 3 YG py 
过 程 ， 取 值 于 No 的 随机 变量 7, 若 对 Vn oe No, jarlo) = m] € Fa, 
则 称 为 F SB. 

定义 5.1 H F EMAR X = (X,,n £ Noho mune 
Dom 三 nn 有 

Xm = EIX, Z, — as. (5.1) 

Tid! ç RR. 若 在 上 式 中 分 别 以 < 或 > [ORRSEG, NSRR XS 
TE nk š EEOC gE EN, ARRE $C 4 4465 & PJ, 一 般 指 相 
对 于 由 过 程 本 身 产生 的 o- 代数 流 六 而 言 }). 若 对 Yne No A X, € 
Fafp > 1), 称 为 LPSR(sk PER. F9; XX 满足 sup, IEILX.]^; < co, 
则 称 为 L ARTE, F 8. 

由 定义 可 知 ， (5.1) 等 价 于 


EllpXm] = El FXnh, VEE Z,, (5.2) 


(TRR F E yal < 或 d RESE) EA AELH, 则 — X = 
(-X«,n €INo] A FR; 35 X [MU EE PER, NJ X AD 

命题 5.2 d$ X — (X,,n € INo) Jl, o AR EHOAZ 
(Gk X AFE, ?为 非 降 凸 函数 ) ES eUGO € 上 (vn € ING), WJ 
e(X) = lo(X.)n € ING) A T 
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证 iX XB, HH (5.1) 及 Jensen 不 等 式 有 
CS) 一 eE(X Fa) < Ele Kn)! Fm] a.s. 


(m < n); # XX F9% B o 非 降 上 式 等 号 改 为 不 等 续 <, 故 (X) 
ATA ! 

TRE, 3 p > 1, HR e(z) = |e 得 

推论 1 * X A LV (p > 1), MJ [XI]? = (|X,IP,n € INo) 为 
F. 

jac R, B o(z) = z v a, WA 

推论 2 # X W FE, ac R. M| X va = (X,Va,n € No 为 
F. 特别 当 4 = 0 时 有 : X*ziXinceIlN A Ft, 

车 7 为 停 时 ， 我 们 定义 

F, = [F € Fain € No, F ñ |z = n] € Fn} 

下 面 的 定理 表明 ,在 (5.1) 中 的 m 和 n 可 代 以 有 界 停 时 o 和 7. 

定理 5.3 (Doob 停止 定理 ) # X = {Xn,n € No) 29M (FIO), 
0 、T 为 有 界 停 时 且 o < r, W 


X, = ElXr|Fo] (或 <) a.S., (5.3) 
因而 有 | 
IEE[X.] = IE[X.] 【或 <) a.B.. (5.4 
证 dRÁ4]HUERBRÉSEEJE. jg e < + < n, F € Z,. 则 对 天 一 
0,1,---,n 8 Fe = k Air > k] € Fr- 
先 假 定 7 一 oc < 1, 由 下 载 性 质 有 
(Xk, — X4)dP . 
ER, — X) = > JJ. Fears kii — Xr)dP > 0 


在 一 般 情形 下 , $ z = +A(c +k)(k = 0.1, n). MJ ç = + < 
TEE Tn ET, — X1 B F € Z, (E = Ü,1,- r ,no 1), k 
Te Thl A XA ER ER o 和 7 BD 

EllrXo] E[lgpX4] S: < Er X]. 
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由 于 上 式 对 YF EF, IIRI, WA X, < E[X,|Z,] as. d 
定理 5.4 ( 极 大 值 不 等 式 ) 若 关 = (Xu n € INo] AFH, NT 
e >Ü £ m € No £ 


cP{ max X, > c) < IE[X7], (5.5) 
cP{ min. X, S =e} x E||Xol] + EXmll. (5.8) 


ZpL2lX ELE WE 


Pl max al > ej Se PEA P (5.7) 


E p> hg ARRARAS. MA 


El max |X,.|”] < P ElAXm]”}, (5-8) 


Usa m 


JE Bp 


< ql| X, [lo 5.8 
l| max. [Xallls < al Xl (5.8) 


F = í max X4, > ch, 
snam 


minftn<m; X, ze  wEF, 
m EF, 


, 


o= 


HÚ > < m 为 有 界 停 时 ， 由 定理 5.3 有 


E[X,.) > EIX,] = ElirXo] + BE[l pe Xs] 
> eP(F) T IE1r. Xml], 


于 是 


cP(F) < IE|[X,.] - Ellrpe Xm) = IE(3o Xs] 
< E [XZ|, (5.9) 
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得 证 【5.5) K. 2E qm 
Ez [min X. < —c], 


{ min{n < m; X, < —c], w€ E, 
r= : 二 
m, w € E, 
“可 证 
cP(E) < —E[Xo] + Ellgc X«.] € JE [| Xa [] + IE[|X,, |]. (5.10) 


$ £ £ maxoza«m Xs], 由 (5.9) A 


cP[E 7 c] € £X]. 
根据 Fubini 定理 得 
£ aoc 
E[lt?] = E| f pe-!de| - E| f 1c» pe?" de] 
= PTI P(E > e)de 
Ü 
< Pf E [c3 Xs [dc 
_ É p = P pje 
- e| f ex, ae] = -HEE Xml, 
Hi (p— lig = p É Holder 不 等 式 得 
1/ 
EE) < EE Ix, < «(Ets P) ^ (el) 


JC BD (5.8) z. U 
推论 X X =[X,,n € No} AER, M c> 0X m € N 有 


ePÍ max X, > c) < Elzo] - f XmdP. (5.5) 


ü£nzm MAXIE n4 mn zn<c} 
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TE, 4p XAL, gi 


cP{ om Xp > c} < ElXol. (5.6') 


iE 此 时 —X ATA, H. {maxo<n<m Aa 之 c) = {mino<n<m 
(—X.) < e). 应 用 (5.10) 中 第 一 个 不 等 式 即 得 (5.5) 8 
为 研究 下 蒜 的 收敛 性 质 ， 对 任意 区 间 [a, 5], 令 


n = min(n; X, < a), 
7, = min[n 2 71; X4 > b), 


Tok41 = min[n > 724; Xn < al, 
Tak 2 = min{n > Tog, 1; Xn > b) 


{约定 min(0) = +oo). 则 (7,) 为 递增 的 停 时 列 ， 对 m € No, 令 
U (a, bjw) = max{k; rax(uw) < m), (5.11) 


它 是 序列 (Xo, Xi: Xs) 上 穿 区 间 [a 5] IY. 显然 ，UX (a, b) 
为 随机 变量 .下面 将 对 平均 土 穿 次 数 作 一 个 估计 : 

命题 5.5 É X = (X,,n € No) 为 下 载 ， 则 对 Vm € N. 及 区 
E) [a,b] 有 


IE[UZ (a, b)] € (b — a) EKn — a)" — (Xo — a)*]. (5.12) 


证 $ V —(X - aYt, 由 命题 525 Y AFR, H UX (a,b) = 
UY (0,b — a), EE a = 0 € X dEfA. A z = r, Am(n € No), 
4 2k > m HE 


2k 
Xm — Xa = 5 (Xn — Xu) 
n=l 
k 
= $30 Xan 1 Yu Tiny X») 
n=1 n=D 
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右边 第 一 项 不 小 于 上 穿 区 间 次 数 UST (0,6) 乘 以 区 间 长 度 b; 由 定理 
5.3, 第 二 项 之 期 望 非 负 ， 故 


ElXm — Xo) > BEIUX (0, 5]. 


此 即 (5.12) 式 ， 2 
定理 5.6 W X = [X,,n € INo) ATE, WE 


sup IE[X7] < oo, (5.13) 


W {Xa} as. a, HEE X. € 大:、 为 使 增补 X. 后 的 过 程 
Xz {Xn n € No} DAFT, vA B. H ZO Stn € No} — k n] 
f. 

证 设 UZ(a,b) = Dima ye UX (a, b). REELE o, 车 数列 (X, (w) 
TUE SE, P Fd ds BB3K r Rl s 使 


lm, X, (u) < r < s < tm, s X, (0), 


这 样 一 来 , FA OX (o) ) 必然 上 穿 区 间 [r,s] EFR, 即 UZ (r, s)(w) 
= oo. 因此 
los Ore (0) 不 收 合 = U ee los UZ (ns s)Co) = oc] 

但 由 (5.12) 及 (5.13) 有 

EU (v, 8)] < (s - 7) E[(X,, — 7)* — (Xo — 7)*] 

< (s — r) 1 (sup E[XG] + rl) < oo, 

4 m — oo 得 IE[UX(r, as] < co, 因而 P[UX(r, s) = oo] = 0, && 
{Xn} as. WES. KAŽ 

E||X,|J] = EX4] 一 ElXn] € 2F[X+] - E [Xo], 


故 条 件 (5.13) 等 价 于 {XX,} 在 Li 中 有 界 . 由 Fatou 引 理 可 知 X. € 
Ll. 
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现 进一步 假定 {X} 一 致 可 积 ， 此 时 对 Ya € R, (X. va) 一 致 
可 积 ， 由 定理 4.5, 它 D ek X. va. BjE X veg FER, MOM 
n € No 有 


TE |X V a|] = lm ElXm vao[£,] > X4, Va a-s., 


4 a L —oo 得 
E[X4|A]» X. — as, (5.14) 

Bü (X, n€ No) Og FEM. JR, # (5.14) 成 立 ， 则 由 Jensen 不 等 
x E[XLUMp > X+ as, 但 由 命题 4.4 知 UE[X SA Ln E No) 
为 一 致 可 积 族 ， 因 而 (Xin € IN) 一 致 可 积 ， a 

应 用 此 结果 于 莉 ， 得 到 以 下 定理 ; 

定理 5.7 W X = {Xn,n& JNo} 为 款 ， 则 以 下 条 件 相 互 等 价 : 

1? {Xn} Lt icis; 

2° 3£e€ L! [xi Vn c No 有 X, = ft^ as; 

3° {Xn} — SERT RA. 
在 此 条 件 下 有 





lim X. = X w (a.s. R L!), 
TL—k o 


H X = {Xn,n € No) AR. 3L Sp»iX 为 L '839, MU 
上 述 条 件 满足 ， 且 


lim X,— X& — (as. K LP). 
nN 


证 1? 一 > 2°, f£ (5.1) 中 令 n — oo, 由 条 件 期 望 为 工 ! 中 连续 
算 子 ， 得 Xm = E| X. Z, a-s., Vm. Hg £ = X. 即 得 . 

29 一 > 39. 是 命题 4.4 的 推论 . 

3° 一 * 1°. 由 一 致 可 积 性 可 知 在 L! 中 有 界 ， 由 定理 5.6, {Xa} 
a.s. Wak; 再 由 定理 4.5 即 知 (X,)L1 eak. 

W X 3 LOCH CARE (p > 1), 由 命题 4.3 推论 1, {Xn} 一 致 可 
$1, Bim X = (X,.,n € No} 4h. 由 Fatou SIE, IE[ X.P] < 


sup, JE[[X, |^] < co. 根据 命题 5.2 推论 1, {Xn Pn 6 No) AFR, 
A IX.) 一 致 可 积 ， 故 由 定理 47 得 证 LP desc. g 

MER Nj —(.0,—3,-2,-1,08 = (Fn € INS 4539 — 
BERRET o- 代数 ， 考 虑 定义 在 N; ERIS F$ X = {Xn € 
Nih 我 们 有 以 于 结果 ， 

定理 5.8 HFE X — [X,,n € Nç) ?5 n — -o Bf {Xa} 
永远 as. KA A 

lim E[X.]=ce>-o, (5.18) 

则 (X4) 一 致 可 积 ， 因 而 L3 收敛 . 

证 a.s. 收 但 性 之 证 明 类 似 于 定理 5.6. 现 设 条 件 (5.15) WE. 
由 于 当 n 一 一 oo 时 ， [E[X4]] US FE, WOW Ve > 0, Im Ee IN, 
使 E|X,.] 一 < < e/2. 于 是 ， XÇ AS 0 8 n < m # 


f |X4|d.P = x,dP - f Xx, dP 
Xs] [X422] [X4 < 一 和 


= f Xx, dP + n X4dP — IE[X,] 
[X4 A] [X4 z-4] 


< / xndp+ f X. dP — EX] + < 
[Xa >A] [X42 A] 2 


<f IX. dP + €/2, 
[Xa [A] 


H 
P(X«| > N| < A El|x,|| =M QE [XZ] - E[X.]) 
< A (21[X2] - c), 
fk nI3k 入 足够 大 使 
sup f |X,.|dP € 2/2 K max |X.|dP < e, 
nm J|[| X,,|2> A] n>m [X81 A] 
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{因为 大 于 m 的 负 整 数 只 有 有 限 个 ), 于 是 


sup J [XnladaP x e, I 
n€N; 4 {Xsl>A 


$6. 连续 时 间 靳 和 下 蔷 ， Doléans 测度 


现在 讨论 连续 时 间 和 参数 的 情形 . 设 (GQ. Z, P) 为 完备 概率 空间 ， 
$ = {Fante 有 + 为 满足 通常 条 件 的 子 e 代数 流 ， 类 似 于 离散 时 
间 参 数 情 形 ， 我 们 先 给 出 鞠 的 定义 ， 

EX 8.1 HH F AAHH X = {X, te R) A3 ste 
R, s < t, #8# 


X; = EXA] G<, >) — as, (6.1) 


FATER (sw TR, LEA). 2540 E X I? RR L 有 界 蒜 等 . 
首先 ， 我 们 讨论 于 般 轨 道 的 正则 性 质 . 
命题 6.2 Yk X = (X. te R.) TF, Q, 为 非 负 有 理 数 
Æ, W| X 的 几乎 所 有 轨道 在 和 + 上 有 界 ， 且 对 Yt e JL, 下 列 极限 
存在 : 


dim X, AR lim X,. (6.2) 
Qr Q artt 


证 EERE u > 0. iou 中 的 全 体 有 理 数 ( 按 某 种 次 序 排 
列 ) 为 frejasmw;, 对 vne 下 ,将 其 中 前 ?个 数 依 大 小 顺序 排列 得 ， 
84 < $3 < c < $4, W 59 = 0,8441 = u, Yk = X,, (Kk = OL. n+l), 
Kj [YO € k < n + 11 2g BORSE E] TBI. 由 (5.5) 及 (5.6) 式 可 得 


P( max || 2 e} S 2c (E| Xo] + E[|X,1)). (6.3) 


再 由 (5.12) 式 得 
EUY (a,0)] < (b — a) E(X — ay]. (64) 
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因为 (6.3) 及 (6.4) 4 —Ub n € IN 成 立 ， 故 有 


P( sup |X,|> c) < 2ce !GE[|Xo]] + EX, — (6.5) 
redQqnio,u] 


A 
EE[UX (a, )) < (b — a)  IE(X, — a)*] < oo, (6.6) 


Et X 35 XEN u LORE. 在 (65) 中 令 cf oo, 得 证 有 办 
FE; #E (6.6) 中 使 a,5 H8 — ZEE EIU. (a < b), 得 证 极限 (6.2) 存在 
HS, F 

定理 6.3 WX—(Xote RAT, WI X 存在 右 连 左 极 
修正 之 充分 必要 条 件 是 : EX] 作为 + 之 函数 在 R 右 连 续 ， 特 
别 ， 一 切 款 存在 右 连 堪 极 收 正 . 

证 由 前 一 命题 可 知 ， 除 开 一 个 P 3 N SB, X 的 所 有 轨道 
IQ, 在 在 右 极 限 ， 令 

Xu) = | o eme X, (2), i ° EN. (6.7) 

显然 X, 为 到 + = 五 可 测 ， 故 元 = (Xt € mu) 8 y BROSERR, 
且 所 有 轨道 为 右 连 左 极 . 

设 s<t. EQ, 中 选 二 序列 {sn} 及 (t) Mess ls E ta yt, B. 
保持 si <t 则 对 YFE 天 有 


EhngX.]l-z ED gpX,,]. 


由 定理 5.8 T, {Xon} 及 {Xe,] 均 一致 可 积 , dE Esth $ n — oo, 
得 

IE EX.) < Ejlr Xd, 
即 X X RE x$ VF 8 Z, ETXUUBAn-— o 

#|1 = X,] < Ef ;.X,.]. 


得 
EürX]zE[|lrpX] — VF e Z... 

但 X, # X, pu F, 可 测 ， 故 有 X, < X, a.s Xd {Xn} — 
致 可 税 ， 故 EX] L EŠ) Ouf X O8 X ZE, DONH OR 
E[X;] = E(X], 亦 即 EX] 1 EX], 根据 E[X,] 的 单调 性 ， 此 等 
价 于 右 连 续 性 质 ， 若 X 存在 另 一 右 连 左 极 修 正 了 , 则 由 刚才 所 证 
可 知 EY; = EX] 为 R, 上 的 右 连续 函数 ， 

FEE, 3$ XAR, UE 为 常数 ， 故 有 上 述 结论 ， 

根据 这 一 定理 , 我 们 以 后 均 假定 所 考虑 的 蒜 为 右 连 续 . 和 命题 
6.2 的 证 明 -一 样 ， 用 离散 远 近 的 方法 ， 可 以 证 明 连 续 时 间 参 数 情形 
的 极 大 值 不 等 式 ， 

定理 6.4 EX = (X,,t € RJ) 为 右 连 续 下 载 ， 则 对 c>0 及 


u»0É4 
cP( sup X, > c] € ELX+], (6.8) 
Qt 


eP( n£ X, < =e} < EIXO + [|x (69 


# X Aha DW MM 


cP{ sup X, >e) < EIXo] 一 / KudP, — (6.8) 
patiu fsupoz z. Xece} 
TRE, * X AGERIA, MH 
cP{ sup X, > e} < ElXol. (6.9') 
O<t<u 
车 p> 1, X X Lp Sk. H 
Pí sup |Xi| > cà < c ?E[JX,JP]. (6.10) 
Du 
在 p>1 时 有 
| sup iXilllp S allXulls; (6.11) 
Qatu 


其 中 gq 为 p J ha ta 38. 
美 于 收敛 性 质 ， 类 似 地 可 得 到 以 下 定理 : 
定理 6.5 W X = (Xt € R.) AW Fü. 8 
sup [X] < oo, (6.12) 
tem, 
W ttoo Bf, X, as. ÉSUCTAE RI EBEHLE SE Xo (X/.t € 
R.) ATR, WX = (X, t c Fo) FE, E (X. te R.) — 
致 可 积 ， 则 
lim X, = Xu (a.s. 及 Ll). 


定理 6.6 ib X = [Xute IR) XB, WILL FEH IS ff: 
1? ?S4t too Hj, X, D! sys 

2? 3£ € L, xl Vt e Ry, X, = EEA] a.s.: 

3° (X, t € Ft.) ATR. 

在 此 条 件 下 有 


lim X; = Xæ% fas, E L!), 
ttoe 


RX=IX,te FEF.) AX S 
特别 ， 若 p> 1,X 为 Se, Wü DXR4K TTG. H 





lim X, = X. (a.s, Æ L"). 
为 讨论 连续 参数 情形 下 的 Doob EW, Je f^ DR. o- 代数 
的 构造 :在 $1 — $2 p, EXT 
R = {[0] x Fo, Fo € Fo; (s.tlx F, F € Fas < t), 


T; = {[[0F]], F € Fo; llor], o < no. 7 € Tfh, 


其 中 T; 表示 内 取 有 限 多 个 不 同 实 数值 的 停 时 总 体 ， 命 题 2.8 已 经 
证 明 ， P = c(Z;) = o(R) ERCI. RBR, RI; HAF 
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Xp, HAAHR ERRI, BBBI-— AA W p] 381 kE JE; IP. EE 3Ë 
集 所 构成 的 集合 系 . 

EX 6.7 对 任 一 可 积 适 应 过 程 X = IX,,t € RIY, £ R EE 
X IE ux 如 下 : 


{ ax 加 X Fo) = 0, Fo € Jy, (6 13) 
Bx((st]x F)-E[üur(X.—X,)], <t, Fe. ' 


它 可 开拓 于 9 上 为 有 限 可 加 集 函 数 ， 称 为 由 三 生成 的 WR. OE 
px = 0 (8m > 0,< 0), WÍ X BRA RG F. EB) ux ARE 
变 差 ( 即 可 表示 为 两 个 非 负 容积 之 差 ), 则 X 称 为 HUBS Xi oux UT 
开拓 于 可 料 o- US P 上 成 为 = WRA, Mah X EP E 
生成 的 Doléans jpg." 

习题 1.7 RER 为 一 半 环 及 由 (6.13) 所 定义 的 集 函 数 jx 在 
R. 上 为 有 限 可 加 (因而 可 保持 有 限 可 加 性 开拓 于 A E). 

ik 定义 6.7 和 定义 6.1 是 一 致 的 ， 例 如 关于 下 鞭 的 定义 : 


uxtls,t] x F) = Ellr(X: — X.)] > 0, s < t, F € Z,, 


等 价 于 条 件 ， 


s <t = EJ(X, — X,)E] > 0 a.8., 


亦 即 
s < t = X, < BEK Fa] a.s., 
由 定义 可 知 ，Doléans 测度 (如 果 存 在 的 话 ) 在 不 足 道 集 上 无 负 
蔡 ， 因 而 无 区 别 的 过 程 有 相同 的 Doléans WE. FÆ Doléans 测度 
nx LUERE: XAMR. dor EUR] dO WT F 32 X, 
AF BE 8 PF H F #h 2E RR Bi dE ñ S Doléans WE. 先 给 出 一 个 引 
H: 





1) gris Föllmer 测度 ( 见 Jacod[1],p.189). 
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引 理 6.8 Z; C9, 且 对 和 任 一 可 积 通 应 过 程 X = {Xat e R4} 
及 (e, 71i € Zr, 有 


nux(((e,7]l) = IE[X. — Xal. (6.14) 


证 RIE o= o0 RAE. cH t < b < xt 
to = D, MI 


T Tt 
T = el] = Y (Ë — tales, up 
k=1 


因而 


(@ 可 = U (itd x [r > ted) e. 


k= 


- 


按 定义 (6.13) 有 
ux(((0, T] = y` E [1-4 500 一 Xe jj 
-=F E [iran Xn 一 Xo)| —JE[X.- Xo. 8 


TFgiXToiESE F Bon Doob 停止 定理 : 
定理 6.9 iW X = (X,,t € R,) tx TE (就) c < z 2 
两 个 停 时 ， 车 下 列 条 件 之 一 满足 : 
1? duc IR, dE T uas; 
2° {Xft e R.) —SOUA {Xant E R.) —Sk nj R); 
则 有 
X, < ELX, 12) {或 =) a.8.. (6.15) 


注 在 条 件 2* 下 ， 风 存在 极限 Xo H X = (X,,t € IR, 为 下 
Wk (30), 因而 当 Fr = co 对 ， Xr 有 意义 . 
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证 REFRE, EH ore T 由 引 理 6.8 3} VF e 2, 有 





Ex, Xe) 一 EX. Xo] 
= ux(((r ^ vig, 7]]) > 0, 
亦 即 EX. 一 x. |Z] 20 as, 由 于 X, 为 无 可 测 ， pr Bp (6.15) 
x. 

现 设 o,7 为 有 限 停 时 ,由 命题 2.4, 存在 7, 中 的 停 时 列 {cn} 及 
Ur), 使 c, Loos Y Tr. 不 妨 设 On < r, E Vn c IN Rr (否则 可 
以 cn ^r, 代替 os). 因为 对 Vae R, X va 29 dix, KM 
n € N K F € Z, C Fo,, 按 刚才 所 证 ， 有 


E|1F(X,. v a) < IE p( X., V a). (6.16) 


在 条 件 2^ F, 由 定理 6.5, X ={Xnte R} AFH, 存在 d 
WER Xo € Ll; 在 条 件 1° 下 则 可 由 X, 充当 此 终端 变量 ， 我 们 
统一 记 成 X AA 


a < X, Va < IE[X; v 天 | a.S., 


B (ELX; va] Z, |,n € IN) 一 致 可 积 (命题 44), 故 IX, Vase € N) 
一 致 可 积 . BJ, (X, Va n e IN) 一致 可 积 .在 {6.16) Hẹn 一 > oc, 
H x 的 轨道 右 连续 性 得 


Ellr(Xo v a)] < FE E. v a)]; Fc f£, 
PRA a 1 -co 得 
Ellr Xo} < I;]1=8X;], Fe Fa, 


此 即 (6.15) R. g 
习题 1.8 在 定理 6.9 中 , 设 o,7 为 任意 两 个 有 界 停 时 ( 当 2° HE 
足 时 ， 有 界 性 限制 可 以 取消 ), 则 有 


Konr < EX | Fo] (或 =) a.s.. 


习题 1.9 b X Dj xk SEGA hu PE. BUDOX RGB an PEE: 
Vr € 7, X, 可 积 且 E[X,] = E [Xo]. 

THE Doob 停止 定理 的 一 种 特别 有 用 的 形式 : 

定理 6.10 j X = [X,,t € R,) AnA & F bh BO, (co, t c 
Ril EXE SES FREIE (AE 6.9 中 的 条 件 2° 满足 ， 则 
有 上 界 性 限制 可 取消 }. 对 +E RU 


X =X,, Â Fons (6.17) 


X= 1 X,t€ Ri}, ë = (Z,, te Ry. W| Xo $ Fš GR). 
ES, dfc 为 有 限 千 停 时 ， 则 停止 过 程 
XT = {Xan tc R4} 


As PER (Mb). 

证 前 一 结论 直接 由 定理 0.9 推出 ， 特 别 ， 当 cs = + At 时 ， 
# $= {Fan te B.Y), 于 是 Xr Xy & Fü (RR). 但 对 We IR, 有 
fuu C Z, Ék X' EES ENIE, BHAA 1.8, XJ s< t 8 


Xc^a 一 X iratra < EX ral F] (或 一 ) a.S., 


亦 即 X" à $ FA (E). a 

A EC BUE RE, Doléans 测度 的 充分 必要 和 条件， 我 们 引进 如 下 

定义 6.11 以 TY 及 TP 480A T R Ts 中 取 值 于 区 间 [0, u] 
的 (有 界 ) 停 时 全 和 体 ， 可 测 过 程 X =< (X, te Rih 8 1X..r € T) 
一 致 可 积 , 称 为 (D) 类 过 程 ; 若 对 Vu > 0, (X. r € T" 一 致 可 积 ， 
则 称 为 局 部 (D) 类 过 程 或 (LD) 类 过 程 . 

注 由 于 了 了 及 了 中 元 素 分 别 为 T, RT? 中 元 素 序 列 的 极 
限 ， 故 定义 中 T K T" 本 分别 改 为 Ty É TP. 

定理 6.12 É X = [Xante R.) AGES FA. 则 当 且 仪 当 
XO (LD) 2ESEBRM, X 所 生成 的 容积 ux 可 开拓 为 PP 上 Doléans 
测度 ， 且 对 一 切 有 界 停 时 r,rtc <r) 有 

px Qo, 71) = E[X, — X;]. (6.18) 
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WE 我 们 只 证 明 充 分 性 (这 在 应 用 上 已 经 足够 , 必要 性 的 证 明 可 
参看 Métivierl]. 为 此 ， 只 人 须 对 一 切 u > 0 uFBH: 当 {Xnr € 7) 
为 一 致 可 积 族 时 ， ux 可 开拓 为 PAO, e) 上 的 测度 ， 且 (6.18) 对 
—Hl o,r € T 成 立 . 

设 {Xnr E Tp) —— B. + 

Tý [or], F € Zo; ((eTlh o < 7,0,7 € TP, 


As 为 由 好 生成 之 代数 . 由 命题 2.8, p CIO, u) = eA); p13138 6.8, 
Bx 可 开拓 为 六 ,上 的 有 限 可 加 和 集 画 数 ， 为 使 其 能 开拓 为 PAOLO, u) 
上 的 测度 ， 只 人 须 证 明 对 集合 序列 [44} C 9, An L0 S jx(An) 40. 

由 于 在 [0r] 型 集合 上 ux 为 0, 故 不 妨 假定 A, 可 表 为 不 相交 
随机 区 间 的 有 限 并 ， 


Ån = (lnk, Tnk]], 


其 中 Ck < Tanks On ky Tn,k € TF (n € IN. k 一 1,2,- `. ,ma). dx 
续 性 及 一 致 可 积 性 假定 ， 对 任 给 e > 0 X Vn, Vk, 可 选 cx € T, 
fous. S oL. X Tus 在 集合 [on < Tux] EE Onk < ch X Tue 
B 

ux (Cos. nell) = EX (054) — X(on4)] < em;2 ^. 


A 

An = |J [Ion a, nnus]: 
k—1 

Án = Ë J (lank, Tne] 
k=l 

En = A ET 
k=l 

E, = (1 Àk, 
k=ł 


HJ An, En € Wu, H Èn C En C Z, C An À, C As. S 


px (As — Ñn) < VS EIX (0,4) — X(on)] < £277, 


k=1 


NE 


ux(A.— E) M px(Ai ~ As)<e, — VneNN. — (6.19) 
k=1 
但 对 vo, {En} 之 o— RO {Enu} 为 紧 集 列 ， 因 为 E, L0, ik 
no (o), 38 n > no(w) 时 有 (E), = 0, 当然 更 有 (E), — 9. 
令 Gn = z(E.), Wi G, L0. BAFE CaTa € TE, 使 EL C 
(lan: 74]] C (0, u] x Gs. 于 是 


nx (E) < Elle, (Xm ~ Xs, )]. 


再 由 一 致 可 积 性 假定 , 当 n — oo 时 上 式 右边 趋 于 0. 考虑 到 (619) 
式 中 的 。 的 任意 性 ， 即 有 ux CA«) 0, 因而 ax 可 开拓 为 P YO. v] 
上 之 测度 . 

Ër € T". 由 命题 24, 存在 (n) CT? Emir 由 右 连 续 及 
一 致 可 积 性 假定 及 引 理 6.8 得 


Hx(((0,7]]) = lim ix(((0,7«]]) 
= lim E[X,, — Xo] 
= F|X, — Xy], 


于 是 (618) 对 Yo,T € 7T" ÈM. B 
下 一 定理 给 出 了 常见 的 (LD) FRR TF: 
定理 6.13 一 切 右 连续 非 负 下 黄 属 于 (LD) 3€. 特别 ， 一 切 右 
:ESERRCT (LD) 类 ; 一 致 可 积 非 负 右 连续 下 黄 属 于 (D) 类 . 
证 EX ABERAT MR) Yu > 0 K + € Tu, H xE BË 
6.9 得 
0 < X, < E[X.I7,] a.S., 


但 (E(X.|[7-], r € TY} 为 一 致 可 积 族 (命题 4.4), (XS e T") 
一 致 可 积 ， 因 而 X 是 (LD) 类 过 程 . Er {Xat E R.) 一 致 可 积 ， 则 
由 定理 6.5, 存在 极限 Xo H X —(Xote R,) 为 下 鞠 ， 于 是 对 一 
WT cT", 由 定理 6.9 得 


0 < X, < E [X.17-] a.s., 


因而 (X. 8 T) up), X E (D) 类 过 程 . 

# X DX, WIX AEAF, FERT (LD) 22. í 

关于 磐 论 进一步 的 结果 ， 可 参看 Dellacherie-Meyer[2] 或 严 加 安 
[2]. Doléans 测度 首先 由 Doléans-Dade[1] 引进 ， 定 理 6.12 在 一 般 拓 
扑 可 测 空 间 的 推广 可 参看 黄 志 远 [1]. 
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第 二 章 随机 积分 
$7. 伊 芯 的 随机 积分 定义 
本 章 中 我 们 将 要 定义 以 下 形式 的 随机 积分 : 
xo) = [ His daM(sio) temi, we, (7.1) 


Hm H ={Hnt e R} fl M = {Mnt E iR) 都 是 随机 过 程 . 我 们 
知道 ， 关 对 一 其 w e 0O,H(,í0) XT. Mo) 的 Lebesgue- Stieltjes 
积分 存在 ， 这 种 定 交 并 没有 什么 困难 ， 它 就 是 按 轨 道 的 积分 ， 但 是 
正如 引 论 中 提 儿 的 ， 当 M 是 Brown 运动 或 者 是 和 Brown 运动 那 
样 具有 极 不 规则 的 轨道 的 竺 机 过 程 时 ,定义 接 思 道 的 积分 就 出 现 困 
ME. 也 许 ， 当 H 的 轨道 充分 光滑 (例如 连续 可 微 ) PJ. AGIT RT EUR] 
用 分 部 积分 : 


t t 
f HdM, = H,M, — Ho Mo — f FH, M,ds 
O ü 


来 克服 这 一 困难 ， 但 不 幸 的 是 ， 被 积 过 程 H 的 轨道 也 常常 是 同样 
不 光滑 的 (例如 方程 (0.13) 中 那个 瑚 机 积分 ). 为 了 说 明 困 难 所 在 ， 
我 们 试图 来 定义 和 计算 以 下 的 随机 积分 : 


£ 
x,= f W,dW,, te R. (7.2) 
Ü 


其 中 W = {Wi,t £ R) 是 一 维 Brown 运动 . 
我 们 知道 ， Brown 运动 几乎 所 有 轨道 在 任 一 有 限 区 宙 上 的 变 
差 都 是 无 限 的 . 但是， 值得 注意 的 是 ， 其 pA 33 却 是 有 限 的 . 


Et» 0,02— mj 50,1, ,kn} 为 区 间 [0,0] 的 一 个 分 割 序 


Pi: 
Tm: 0= t <t <: < tk, = t, n € INo (7.3) 

A 
(n?) = mex (65 — 5-0» (74) 


XR. 上 和 任 一 实 值 函数 f, 令 
"Ms ven Far. (7.5) 


假定 概率 空间 (O, Z, P, S) 满足 通常 条 件 ， 我 们 有 
命题 7.1 É W = (Wut € IRR) 29 —1& $ Brown 运动， 则 对 
vt»0 及 [0,4 之 分 割 序列 {77}, H lp) 一 0 时 有 


lim ar(W.)=t (L Kk% ). (7.6) 
证 hne N Bijl? -kn 
AF 2[W() -W(t5 P - (65 — 55 


Mi 
E[AT|Fe |] = 6; 


EKAP] = 205 — 65. 
因此 


I |(zp (W.) -0*1 -EA 
kn 

=Y ES] = Y -day 
jz j=1 


1 
< 26(n?)t — 0 (n — oc). 1 
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现在 回头 来 看 随机 积分 (7.2), 形式 上 应 用 分 部 积分 法 则 得 
了 W,dW, = lw. (7.7) 
o 3 


应 用 这 个 法 则 之 前 必须 假定 上 述 积分 作为 Riemann-Stieltjes 
积分 存在 ， 即 不 论 如 何 选 取 分 割 序 列 (n2) 和 分 点 w € [0 1.5]. 
只 要 diar) 一 了 0, 以 下 和 数 a.s. WN: 


kn 
s. = We 2) ( 5)- 


但 是 ， 


W(t4)). (7.8) 


但 这 显然 是 不 可 能 的 ， 因 为 W BISUBORGRUS JRGEXEÉE. 38 
S, 是 理 均 方 收 项 ? 为 此 ， 我 们 将 S. 改写 成 如 下 形式 ， 


P 
l 
l 


;Wy - 3 LWE) -was yp 
+ Pw (oP 


+ Y WG - WP) (u?) — W $5 )]. 


由 命题 7.1, 24 ar 一 + 0 时 上 式 第 一 个 和 均 方 收 伍 于 £/2; 利用 
前 


前 两 阶 矩 的 计算 容易 看 出 上 式 第 三 个 和 均 方 收 语 于 0; 至 于 第 二 个 
$n, STE 


En 
ELS (Wp) - W(t)? -Xw - (7.9) 
3=1 
如 同 命题 7.1 一 样 (只 是 用 uz 代替 了 (7), 可 以 证 明 第 二 个 和 均 方 收 
ATF (7.9) 的 右 端 . BE, 它 显然 依赖 于 分 点 {w?} 的 选取 ,例如 
我 们 选 


uj = (1 — ati+ at} (0<a<lij=1,,k, n € IN), 
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Wyzjó(nü)—20 Hj, S, HARAT 
了 (2 +(e- ;)* (7.10) 


因此 ， 为 使 积分 02) 有 意义 ， 分 点 必须 有 特定 的 选取 方式 ， 当 
a=} BF, Bu? —Ài( 0) 为 区 间 [2 9) 的 中 点 ， 我 们 得 到 
公式 {7.7); 但 当 @ 二 0 时 亦 即 好 = 好 -1 为 区 间 (62 ,, 2] 的 左 端 
点 ， 我 们 得 到 


t 
f W,dW, = jw? - t). (7.11) 
0 


公式 (7.7) 的 好 处 在 于 和 通常 的 微 积分 公式 一 致 ， 但 公式 (7.11) 有 
一 个 更 引 人 注 目的 性 质 ， 那 就 是 ， 按 这 样 的 定义 ，X, 二 f W,aW, 
一 个 连续 蒜 ， 
命题 T2 WW = (Wat £ R.) 为 一 维 F Brown 运动 ， 
M =W? —t, t € R, 9| W E MBNENAXS. 
证 显然 W RM NIERUBL XS. 5 EWE. E $ Brown 
运动 定义 1.6, 对 s < t, W, — W, 5 Z, dr, BT 


IW, — W,|7,] = EW — W,] = 0 a.8., 
EW, — W, IF] = EW- W,)12t—5s a8., 
SUR 
EWF] = EW: — W.) + W,|7,] = a.S., 
IE[W2 — t| Fa] = EKW: — W, + Wa)? — tF] 


= EKW, — W,y*|7,] + 2W,IE[W, — WE] + W2 - t 
—t—-sHW2-t-W2-s a.S., (7.12) 


Bp Ww 3n M Ep SE. s 
N.Wiener 很 早 就 定义 了 对 Brown 运动 的 随机 积分 ， 但 他 只 利 
用 了 Brown 运动 增 量 的 正 交 性 质 ， 因 而 被 积 函 数 只 限于 非 随机 的 
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PR, PEN [2] 首次 定义 了 很 广 一 类 随机 过 程 关 于 Brown 运动 的 
随机 积分 , 他 充分 利用 了 Brown 运动 的 款 性 ， 虽 然 其 后 这 种 随机 积 
分 被 大 大 地 推广 了 ， 但 从 本 质 上 来 说 还 是 根据 伊 芯 清 的 思想 ， 因 
而 这 类 随机 积分 都 称 作 伊 蕊 积分 . 

这 一 节 里 ， 我 们 将 介绍 伊 茧 清 的 随机 积分 定义 .因为 它 是 以 后 
各 节 给 出 的 一 般 随 机 积分 的 特殊 情形 ， 所 以 在 这 里 不 去 严格 证 明 其 
每 一 细节 而 着 重 阐述 其 基本 思想 

ASA BL E ERES IS] (QF, P, 3) 满足 通常 条 件 ， W 为 一 维 ç 
Brown 23, BE T > 0, 考虑 如 下 的 随机 积分 


T 
n = Í neos), (7.13) 
n 
RKBH-(Hate BRL) A FMFI, 满足 可 积 性 条 件 ; 
T 
Uns erf amar < eo. (7.14) 


我 们 以 C$ 表示 定义 在 [0,7] 上 满足 (7.14) BS 3 循序 过 程 (在 
范 数 lr 意义 下 的 等 价 类 ) 所 构成 的 空间 ， 显 然 ， 它 就 是 Hubert 
空间 ， 

L*([o,T] x o, Mn[[0, T], A x P), 


其 中 入 表示 [0, T] 上 的 Lebesgue 测度 . 
考虑 C3. 中 的 简单 过 程 : 


Holw), zx t= 0, 
H(t,u) = | Hy(w), Ë tk «t€ tk i(k 20,1, ,n— 1), 
(7.15) 
EP 0= t <t <: «t. = T HA [0, T] 的 一 个 固定 的 (不 依赖 于 
e 的 ) 分 旭 ，  Ha(w) 为 Fa TWEE (k — 0,1, n — 0D). 我 
们 不 加 证 明 地 叙述 一 个 结果 : 


命题 7.3 形 如 (7.15) 的 简单 过 程 类 构成 C+ 中 的 稠密 线性 子 
空间 ， 即 对 H c ct, 存在 简单 过 程序 列 (H9) C £j, 


T 
lim 更 | f H1 Held] = 0. (7.16) 
n5 fa 


因此 , 为 定义 随机 积分 (7.13), 可 以 先 从 简单 过 程 着 手 . 对 简单 
过 程 (7.15), 我 们 按 Stieltjes 积分 来 定义 其 随机 积分 : 


n—1l 
Ir(H) = $ HW) - Wt), (7.17) 
k=0 


由 于 H, 为 Z,, 可 测 ， 因 而 与 W (tz. 1) W(t) 相互 独立 ， 于 是 
n-—1 
E|rr(H)|] = 3 EJH EW (tky) — W (t)) = 0. (7.18) 
k=0 


为 计算 IE|(Tr(H))2], RIERS k < ; PFE tk < tea < t; < 
titi 由 于 Hal W (tayi) — W(t))H; 为 7, 可 测 ， 央 而 与 Wat) 
Wít;) 相互 独立 ， 于 是 

E|[H&(W (£5.41) — Wt) TOW (6543) — W (6))] 
—E|HK(W (£41) — W (te HI EW (£541) — W (t;)] = 0, 


(7.19) 
即 Ur (HD)? 展开 后 交叉 项 之 期 望 为 0, 因此 
E(Gz D] = 53 HEW (t1) - Wt) 
= > ELHAEI(W (53) — W(t))2] 
- E Bien — ta) 
p" 
=m woran, (7.20) 


这 样 ， 我 们 就 证 明了 以 下 命题 

命题 7.4 对 简单 过 程 (7.15), 按 (7.17) 定义 的 随机 积分 Tz (H) 
e L2(Q, R. 

Ha(H)||2 = 1L |r. (7.21) 

很 清楚 ， 如 果 将 五 看 成 一 个 从 好 中 一 个 稠密 线性 子 空间 (HH 
简单 过 程 所 构成 的 线性 子 空间 ) 到 D^(0) PEE B, EE TEE 
映 象 ， 因 而 可 以 连续 开拓 为 C2 到 L2 (Q) 中 的 等 距 同 构 映 象 ， 这 就 
是 关于 Brown 运动 W HRERS. 换 名 话说， 我 们 有 

EX 7.5 # H e L2 {H} 为 £2 中 简单 过 程序 列 ， 满 足 
(7.16), 则 


Ir(H)- lm (HU) (P(Q) 中 极限 ) — (722) 
称 为 过 程 关于 Brown 运动 W 的 BRA. 
T 
Ip(H) -f H,dW,. (7.23) 
0 


由 开拓 的 唯一 性 可 知 此 定义 不 依赖 于 简单 过 程序 列 (t) 的 
选择 . 

现在 我 们 对 此 定义 给 出 如 下 几 点 评注 ; 

注 1 在 (7.18) 及 (7.19) 的 推导 中 ， 利 用 了 W 的 增 量 的 独立 
性 质 ， 但 实质 上 只 要 W ÆR, (718) É (719) 仍然 成 立 ， 例 如 在 
(7.19) 中 ， 只 要 取 关 于 o- 代数 五; 的 条 件 期 望 就 得 到 


ELH&QI (t1) — W(G)) H;QW (841) - W(t5))] 
= EH (tky) — WR) H ECW (£541) — W(t) Fe] 
= 0. 
因此 这 个 定义 提供 了 一 条 线索 ， 告 诉 我 们 有 可 能 一 般 地 定义 关于 靳 
的 随机 积分 . 
注 2 Brown 运动 W 是 连续 D R ( 当 只 考虑 有 限 区 间 [0.7] 
上 的 Brown 运动 时 ， 由 于 supo<tcr JE[[W (t))?] = T < oo, 甚至 还 
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EDANE, SURCKOS RDEURO, 因此 W? 是 连续 非 负 下 蒜 ， 宙 定 
理 6.13, 它 是 (LD) 类 过 程 ( 当 只 考虑 有 限 区 间 [0, T] 时 ， 甚 至 还 是 
(D) 类 过 程 ) 由 定理 6.12, 它 所 生成 的 容积 pws 可 开拓 为 大 上 的 测 
m. 

X RPRERÉ (s, t] x F € R(s«t,F € Z,), TEX. 6.7 有 


pwi((s.t] x F) = EUR? — W?)] 
= El[ir(W: — Wy T 2E FW. (W, 一 W,)] 
= (t — s)P(F) = (X x P)((s,t] x PJ, 


其 中 为 R. 上 之 Lebesgue WME. 由 此 可 见 uua RA x PER 
上 重合 ， 由 开拓 的 唯一 性 ， 它 们 在 好 上 重合 . 

注意 到 由 (7.15) 所 定义 的 H 是 左 连 右 极 S 适应 过 程 ， 因 和 而 也 
ES DEDE (这 里 H, 为 Fn 可 测 , Wü B t, 为 区 间 的 左 端点 是 关 
Sb. 所 以 (7.20) ARH: 


T 
EE [Ur (H)*] = 人 / |H (t, w)? dtd P 


= 1H (t, w) duwa, 
[0,21x £2 f 
BE Ir 为 从 T2([0, T) x Q, P AIO, TJ], ua) 到 L2(Q) rPIGSERBIESR. 
Wb, TEALBUNCBUS BGB — BET, MARRIR L 有 
AUS BESLER AT. 
注 3 设 te [0, 了 ,我 们 车 对 形 如 (7.15) 的 过 程 H 定义 
n- I 


ILH) = V7 HiW (tep At) — W (tk A t), (7.24) 
k=0 


BH £ < t. 时 


Iz[H,(W (txi) — W (te) lF] 
= E HEW tk) -W(t)£,)7 20 X as; 


T t> B4 
E [HW (5641) — Wt DIA] 
= HyIE[W (1541) 一 W (t4 )1.F;] 


= HW (tepi ^ t) - Wte ^t) 8.8. 
于 是 由 (7.17) 及 (7.24) 得 
ElIr(H)FI= 五 (再 ) — as. (7.25) 


HFR H es CT, 利用 简单 过 程序 列 晕 近 ， 由 于 条 件 期 望 算 子 在 
LIO) 中 连续 (习题 1.6), 仍 有 (7.25) 式 ， 这 个 事实 表明 (5(H),0 < 
tS T) A WM (甚至 还 是 L AAR) 这 个 过 程 仍 然 称 为 E 关于 W 
的 伊 蕊 积分 (或 称 PRETERI) 从 这 个 观点 看 来 ， 随 机 积分 又 是 
从 C+ 到 L? 有 界 拷 空间 的 一 个 映 象 ， 在 L2 CE PUBL I] rn d iu 
义 范 数 (在 下 一 节 将 看 到 , 它 是 一 个 Hilbert 空间 ), 也 可 以 证 明 它 是 
FERRA. 

注 4 2 M =(M.t€ R} AIR, HET > 0, 其 售 
IERE MT = (Mrs t € FR.) 为 二 有 界 鞠 .更 进一步 ， 可 以 考虑 
这 样 的 过 程 M, 即 存在 一 列 停 时 +, T oo as. 使 对 每 个 n, 停止 过 程 
Mr. = {Mnt € E) A L' 有 界 通 .这 种 过 程 称 为 局 部 L2 Nk. 
利用 这 种 局 部 化 ,可 以 使 定义 进一步 推广 , 在 Brown 运动 情形 ， 伊 
茧 清 将 被 积 过 程 类 扩大 到 了 满足 条 件 ， 


f ' H2ds«oo, vte R. a.s. (7.26) 
Ü 
How $ EIE H 全 体 (R. kin CL). 
下 一 节 ， 我 们 将 详细 考察 L2 有 界 鞠 的 空间 . 
88. 平方 可 积 革 空间 sm 


我 们 以 0C 表示 右 连 续 平方 可 积 蒜 (BI 12 ARR) 全 体 所 构成 
的 线性 空间 . 由 定理 6.6, 30 M — {adote 亚 +]E SP, MEER E: 


Mæ = lim M; (a.s. 及 L’). 
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iS, Mac L* (OF. P). X M? = {M8 te R, AAT, 3E 
fA. BER TR, 由 定理 6.13, 它 是 (D) 类 过 程 . 记 其 生成 的 Doléans 
测度 为 um, 显然 ， nae AP OEBUS IRI. 

定理 8.1 ^EJPRDBUB SE [|a] 900. 中 定义 内 各 


(M, Nia = IE[ Mss Ns], M,N € me, (8.1) 
则 构成 Hilbert 空间 . 
证 对 M c mË, A (M) = My. My 3X 9? 8 O, Fæ P) 
HRR. RZ, XE ELN, Foa P), È M AR UE[£IT;) t € IR.) 的 
dE SERE (由 定理 6.3. 这 样 的 收 正 总 是 存在 ), 由 Jensen 不 等 式 ， 


H vt e R 有 
M? < IE[£?|.] a.s., 


从 而 
sup JE[M;] < IE£?] < oo, 
t€ B, 
Hl] M e 9. h, Xj vt e R, Z F e Z, # 
Te|1=#M.] = E+1 =£]. 


H {Mt e R} 的 一 致 可 积 性 ， 在 上 式 中 令 ttoo 得 


ElrM.]-E[r YFe UJ Fa 
ted. 


注意 到 Ucr, 五 是 一 个 代数 ， 应 用 单调 类 定理 (参看 附录 A) TA 
上 式 对 一 切 F € Fo = oller, 70 也 成 立 . 但 Mo K £ EI Fs 
可 测 ， 故 
£ = Ma, = (M) aB.. 
HRA N cU, yN) = No = £ as, WX Vt € R 有 
N, = TE[N.—|Z,] = EEF] = M, as, 由 M E. N 的 右 连 续 性 可 知 


-66- 


M 5 N XII. Bir voy 99 到 L(A, Fo P) 上 的 双方 单 值 映 
5j. [8.1) 式 可 写 为 
(M, N), = (VM) P(N), M Nem?, 

WM DEERPDECTSAE. BEAR DM ii xb v A Hilbert 空间 LQ, Fæ, P) 
司 构 ， 所 以 它 本 身世 是 Hilbert 空间 og 

我 们 以 993 表示 9U 中 一 切 满 足 Mo = 09k M 全 体 ， 它 显 
然 是 SU 的 一 个 闭 子 空间 . 再 以 ye 表示 3 中 的 连续 蒜 全 体 ， 它 
Em 的 一 个 线性 子 空间 ， 称 为 连续 平方 可 积 拷 空间 (严格 地 说 ， 
是 零 初 值 连续 平方 可 积 蒜 空间 ). 更 进一步 可 以 证 明 : 

命题 8.2 OU 是 m 的 闭 子 空间 . 

证 设 (M) con, Bi S HAT M c 9m, Hp 


; (n) _ = li (n) _ = 
Bm IM M ||m Jim I. ME M. Ir 0. 
选取 子 序列 (M O9) 使 
oco 
> [ug Ml), <>, 
k=1 


由 于 Mim) MOS 12 8 RES, ERATE (611) rh (p= q =2) 
4& u — oo 得 


z[» sup Ju _ M, | = Lel sup 


=1 tER4 k=1 te R. 


- 
s> 
k 


Mi”: _ M, 





| 


L? 











sup u — M. 


tem, 











所 以 
Mí") _ M, 








sup < oo A.B., 


ki € P 


即 对 aa, {MP aw XP te R, EJE M.G), 因而 
M € 92. 这 就 证 明了 OX? 是 闭 子 空间 ， s 
对 Hilbert 空间 må 作 正 交 分 解 : 


gni = M o (mi, (8.2) 


并 记 92 = (D), 称 为 纯 断 平方 可 积 鞭 空 间 . 
对 M,N e Zt, PI 


MN = zi + NY: — (M? + N?) (8.3) 


AFER, AE, BIRTE S(M +q NY R 304 + N2) Z 3, 
& MN = (MiN,te IR.) 为 一 致 可 积 拟 靳 .定义 


1 
BMN E lar ey — Bz — uw]. (8.4) 


容易 看 出 ， uw EWB MN 生成 的 Doléans {符号 ) 测度 ， 且 对 
任意 固定 的 可 料 集 A, asa (A) 关于 M. 及 NN 为 90 上 的 对 称 双 线 
HEZA. 更 进一步 有 以 下 的 Kunita-Watanabe THA: 

命题 8.3 对 一 切 A 8 P E M.N € mü A 


Ipae < [ae (A)? [usa CA]; (8.5) 


# X,Y AMT, MH 


f Yit] < (f oe)! (f Yaun)’, (8.6) 


其 中 f. dumn] 表示 umn 的 全 变 差 . 
证 xfvte Ri, H (84) 得 


0 < piu cep (A) = pars (A) + 2tpaa (A) + uns (A). (8.7) 
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上 式 右 边关 于 + 的 二 次 三 项 式 不 可 能 有 相 异 实 根 ， 所 以 判别 式 不 能 
为 正 ， 即 (8.5) 式 成 立 ， 

4 As f, |dusNl + um: + uns 则 MN,HM2 及 une EXT A 
绝对 连续 ， 设 它们 对 A 的 Radon- Nikodym 导数 分 别 为 RU E V. 
由 (8.7) 得 


0 < U + 2tR + tV, Vt € Q, a.e.[A], 
根据 上 面 同样 的 推理 ， 有 
IR|< VUV — «e[M. 
为 证 (86) 式 ， 只 须 考 虚 石 边 有 限 的 情况 .由 Schwarz 不 等 式 
即 得 


[iore = f xvi < f vivos 
i i 
< (f xv (f ves) 
1 1 
= (f ave)” Cf Ye). ' 


Ë RA pae QR, x Q) = EUM] = [MI Sk (8.5) 有 
liae CA] < MM Ia ENTE. (8.8) 


可 见 uv (A) CF. M K N AD 上 有 界 双 线 性 泛 函 . 

为 定义 可 料 过 程 关 于 平方 可 积 观 的 随机 积分 ， 我 们 首先 定义 可 
料 集 的 示 性 函数 (最 简单 的 可 料 过 程 ) 的 随机 积分 . 它们 构成 了 M 
中 的 一 族 正 交 投 影 算 子 ， 是 可 料 o 代数 P 上 的 谱 测 度 ， 为 手 述 并 
证 明 下 面 的 重要 定理 ， 先 回忆 一 下 Hilbert 空间 正 交 投影 算 子 的 一 
些 性 质 . 

HH 为 实 Hilbert 空间 ， ProjlH 为 其 上 正 交 投影 算 子 全 体 ， 
其 中 可 定义 如 下 运算 : 对 IIHi, Ha € ProjJH, 设 其 所 对 应 的 子 空间 
分 别 为 G. Gai, Gz, M 


1° IPL 为 向 @@ 的 正 交 补 空间 G+ 的 投影 

2° Ih ATL; AA GiG: 的 投影 ; 

3? IB vILo 为 向 Gi1UGz 所 产生 的 闭 子 空间 的 投影 . 
我 们 知道 ， 当 且 仅 当 Qi 和 ITs 可 交换 时 有 


II; ATI; = Ik = IIl; 
当 且 仅 当 H, 和 Ia iEAE (BU I = 0) 时 有 
II, V IL; = IT + Il; 
一 般 地 ， 在 ID 种 Ja 可 交换 时 有 
Hi v II; = HT; + Il; — MM. 


一 般 说 来 ， 关 于 ^ 及 ovo PLA A E K bank r. IE EE EE 
üL,acrpXxTiS8AvEId]m, 0S0 ESAT) HS 
配 律 成 立 ， 则 构成 一 个 布尔 代数 . 可 以 证 明 (例如 参看 Beltrametti- 
Cassinelli[11), 在 上 述 条 件 下 ， 当 且 仅 当 其 中 一 切 正 交 投 影 可 变换 时 
分 配 律 成 立 ， 因 而 构成 布尔 代数 . 正 交 投影 算 子 序列 强 收 敦 的 极限 
仍 为 正 交 投影 ， 若 此 算 子 布 尔 代数 关于 可 列 运算 (在 强 拓扑 意义 下 ) 
封闭 ， 则 梅 成 布尔 o- 437. 

SEX 8.4 设 忆 为 一 集合 ，.4 为 其 中 子 集 布尔 代数 ， 更 为 一 实 
Hilbert 空间 ， 从 4 到 ProjlH 中 的 一 个 布尔 代数 的 同 态 上 映 象 I, 着 
满足 U) = (ESF) 则 称 为 定义 于 A CN HI 中 的 BRI: 
车 对 一 切 玉 9 € IH, ARARAS (h.TI(.)əg)# 在 A 上 为 o- ur, 
则 称 此 谱 测 度 为 o- 可 加 . 

我 们 的 虽 的 是 要 梅 造 定义 于 可 料 o- UP. 上 的 9] 中 的 一 个 
o- 可 加 谱 测度 . 

定理 8.5 Hilbert 空间 W 中 存在 唯一 的 一 族 正 交 投影 算 子 
(1(4)A € P} CEET P LEMI 中 的 o- nM, XE— 
tH Ae p Ë M.N 8 9 满足 ， 


[IAM = ua (A) (8.9) 
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(IX(A)M, N)ma = parv (A). (8.10) 
证 由 命题 2.8, P-o(Ln), 其 中 
T, = {[[0F]], F € Fo; ((o,r],o € To0,r € Ta}. 
BA 五 为 一 半 环 ， 对 A= o=] € Z, A M € 9 令 
MAM =0 (#E3 OR ); (8.11) 
*PA-((s,7]] € Z, t1 M e WZ, WA 
KAM = M" — MP? ( BIET 7 É = HR) (8.12) 


由 定理 6.10,M". 及 Mz, 为 蒜 ， 又 由 极 大 值 不 等 式 (6.11) (p = q = 2) 
得 
sup EE[M2,,] < El sup M?)  AIE[MZ] < co, 
tem, te Bt. 
因而 M, M? EDG, IKA)M = M — M° e 9, Bx VN eo 有 
((A)M, Na = (Mz, — MZ )Noo] 
= EE [M, IEF(N.|Z)] - E[M; ENF) 
= E|M.N,- M,N,]  (Doob 停止 定理 6.9) 
= uu N(A). 
最 后 一 个 等 式 是 由 于 uus EMER MN 生成 之 Doléans BE, mifi 
靳 可 表 为 两 个 下 靳 之 差 ， 焉 由 定理 6.12 即 得 . 因此 ， 对 A € 五 , 由 
(8.11) 及 (8.12) 定义 的 算 子 (A) 满足 (8.10). 
现 设 A; = ((een] € Ip As = ((03,72]] € Z;, 容易 验证 ， 
A (14; = (lo A T2) v (aa AT), TL A Tall ex, 于 是 对 YM € gt 有 
I(A3JHCA:) M = İAM" — M?*) 
= (M^? — M?! y? — (M^ EN Mare 
= MAT — (Mm Am + M?2^n _ Ms) 
— M^ AT EN Min ^n)viez^n) 


= (Ai N A2)M. (8.13) 
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对 于 Ai 或 42 2U [021] 型 集合 时 , LARREZ. 特别 当 A: = A2 = 
A B, A TICAJE(A) = TICA)(RES TE). 既然 对 A € P uml A) 关于 
MEN JG LESE. APAK. MAZA, Eh (8.10) 唯一 地 
决定 m, 上 的 一 个 月 界 B 33 H(A). 由 刚才 所 证 ， 当 4 € Z, 
时 ， 此 算 子 和 (8.11) 及 (8.12) 所 定义 的 算 子 重合 ， 且 由 (8.13) BT $l 
它们 是 可 交换 的 正 交 投影 算 子 . 

BA IA) 关于 4 EER 五 上 具有 有 限 可 加 性 质 ， 因 而 可 保 
持 有 限 可 吉 性 崔 一 地 开拓 到 由 五 所 产生 的 环 A, EHIE (8.10) 成 
3L. 特别 在 (8.10) 中 令 N = M, 便 得 到 (8.9). 

W Ana} c P HAt A. H (8.10) 可 知 HA) BRAF IA. 
但 对 M ce9,? ment 


(I(A,.) M, M'me = Ban (Ag) S EM? (An) 
= (H(A,)M, M), 


由 此 单调 性 质 可 知 (An) DR Ik ICA), 于 是 当 {IA 是 正 
交 投影 算 子 序列 时 ， TECA) 亦 然 . 对 An t A 的 情形 可 同样 讨论 . 
KEE, AE IA) 为 正 变 投 影 算 子 的 集合 A c P 攀 成 一 个 单调 类 ， 
TOECÁR QUE An 必定 包含 由 A 产生 的 o- 环 (实际 上 就 是 o- 代 
数 P). 因此 ， 由 (8.10) 决定 的 算 子 族 {A,A € P) 为 一 族 正 交 投 
E. QA, I(9)—-O,H(R, x Q)= TL H (810) 立即 看 出 ， 它 是 定 
义 于 PP 上 的 名品 中 的 o- 可 加 谱 测 度 ， 和 

定义 83.6 Wt M.N c 92. 车 MN AR (或 者 等 价 地 ,jyrw = 0), 
则 称 M 5; N 强 正 变 ， 记 为 M LLN. 

注 对 有 4eP, ED 9 表示 投影 (A) 所 对 应 的 陆 子 空间 ， 则 
由 (810) 可 知 ， 当 昌 仅 当 与 N 在 每 一 个 闲 子 空间 UO, pins 
影 答 此 正 交 时 ， 有 MLN. 特别 取 A = R; x Q, 即 由 强 正 交 性 推 
出 它们 在 mu mugs. 

定义 8.7 ik Qu 982 的 闭 子 空间 . dE QXT—UPBOE ICA), 
AEP} 不 变 ， 即 

M € Q, A e P => II(AM e Q, (8.14) 
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则 称 Q 为 9s 的 稳定 子 空间 . 
命题 8.8 12 Q > S ATZE. M| Q 为 稳定 子 空间 之 充 要 
条 件 是 
M e WM, MLO > M LQ. (8.15) 


证 DR EEH M LQ, BI VN € QUE (M, N),: = 0. 
但 由 (814), 对 YA e P # IKAN € Q, 因此 paw (A) = (M.H(A) 
Njim = 0, Bl M LLN. 

充分 性 ， 设 (8.15) WEE M € Q. 对 93 EZAR D = 
QQ. X N c Q^, 则 由 (815, NLM, BBS VA c P d 
(I(A)M, N)ma = uu (A) = 0, Bii IE (A)M LAN, IRE IAM € Q. 
于 是 按 (8.14), Q 为 稳定 子 空间 . S 

习题 2.1 证 明 稳 定子 空间 之 正 交 补 空 间 仍 是 稳定 子 空 闸 . 

Bi 2.1 设 Ac, Ju 90, 为 稳定 子 空间 . 

i 2.2 942 及 9X2 均 为 稳定 子 空间 . 

证 HEXA (8.11) 及 (8.12) 可 知 ， 对 A € Z,, M ec VË, 显然 
有 II(A)M e 992, di Su 为 闭 线性 子 空间 ， 利 用 单调 类 定理 可 证 对 
A e€ P. M e % bA IAM e 9, Bj m2 为 稳定 子 空间 ， 再 由 对 
RB 21 可 知 ， SÜ 也 是 稳定 子 空间 .上 


99. 平方 可 积 拷 随机 积分 


本 节 中 我 们 要 定义 随机 积分 (7.1), 其 中 的 M e 98, H 为 可 料 过 
程 且 满 足 一 定 的 可 积 性 条 件 .作为 积分 的 定义 ,我 们 自然 要 求 它 ， 
1° 具有 线性 性 质 ，2° 具有 某 种 意义 下 的 连续 性 质 ，3° 当 (7.1) 作为 
轨道 的 Stieltjes 积分 存在 时 ， 应 当 和 我 们 的 定义 一 致 ， 在 前 一 节 实 
际 上 已 经 定义 了 可 料 殖 机 区 间 系 五 中 随机 区 间 的 示 性 函数 Ior 
关于 平方 可 积 摧 M 的 随机 积分 为 M — Me( 参 看 (8.12) z), E 


人 ， Leiers e dMs, w) = Mrmlw) — Mou), (9.1) 
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这 和 接轨 道 的 Stieltjes 积分 是 一 致 的 ， 接着， 我 们 将 此 定义 推广 到 
本 一 切 可 料 集 的 示 性 函数 ， 构 造 了 o 中 的 一 个 定义 于 P 土 的 谱 
测度 . 很 自然 地 ， 我 们 会 想到 ， 一 般 可 料 过 程 医 于 平方 可 积 款 的 瑚 
机 积分 应 当 是 关于 这 个 庶 测 度 的 谱 积 分 . 下 面 就 来 详细 讨论 这 种 随 
机 积分 的 定 多 和 性 质 . 

WM c mig. id Hilbert 空间 L (R x Q, P, ue) 为 MA, 这 就 
是 我 们 要 考察 的 被 积 过 程 空间 ， 显 然 它 的 大 小 信赖 于 M. 

定理 9.1 对 M c 902, H 6 90, 存在 唯一 的 元 素 X e 92, jH 
E: 

(X, Ns =f 


Fx 

WE id (9.2) 右边 为 V(N). Hi uus 关于 M RN 的 双 线 性 性 
HR, EAR jp A OUS 上 的 线性 泛 函 .在 Kunita-Watanabe 不 等 式 (8.6) 
F X = H, Y = 1 #k 


HdEMN, YN € "qe. (9.2) 
0 


MN) x Á. NL 


/ 
< ( Í... H?dpma) "Quo (Ra x Of 
一 lele, MN sa I (9.3) 
其 中 I-e, 表示 Hiu PKA, uj Lab SQ 上 的 有 界线 性 泛 


PR. 由 Rie: 表现 定理 , 存在 唯一 元 素 五 E mu 使 (X, N)ua = YN) 
对 一 切入 E03 ey, H 


XIIe = ||#|| = sup(|#(N); IN lme = 1, N e 90) 
S Mlina,» (9.4) 


证 毕 ， =É 
定 文 9.2 对 M c 92. H € XH, 由 定理 9.1 所 唯一 确定 的 平方 
npgzdexs:xmcTMiüSBHERO,ix 


x= f H.dM (H DH, È IF M) (9.5) 


x= f H, dM, te Rs. (9.6) 
[0.£] 


(积分 中 的 “” 表 示 伊 其 积分 ， 以 区 别 以 后 讨论 的 Fisk-Stratonovich 
积分 ， 参 看 814, 在 不 致 混淆 的 情形 下 可 以 略 去 ). 

特别 , 随机 变量 Xo 可 记 为 J” HedM (随机 定 积分 ); 一 般 地 ， 
对 行 一 可 料 集 4 € P. da 


f mr Í aa max. (9.7) 


当 A = [[0,1]] 时 ， 它 就 是 (9.6); 当 4 = [[0,-J|(r 为 停 时 ) 时 ， 可 以 
WA Ja. HadMs, 然而 它 是 否 等 于 XI? 这 是 需要 证 明 的 (SEE 
理 9.4 后 面 的 注 ). f 

Xa Æ (9.7) 中 ， 不必 H € Hi, RÆ 14H € 30, 这 个 积分 就 
有 意义 . 从 (9.2) 式 可 知 ， 由 于 umy 在 [0] En r, A [[0, 7j] 
及 ((0,7]] 上 的 积分 相等 . 

Hj (9.5) 定义 了 两 类 随机 积分 算 子 ， 作为 吾 一 ?了 日 -dM 的 算 
T I. 和 作为 M — [H dM 的 算 子 IU. 我 们 来 分 别 研究 它们 的 
TERR. 

定理 9.3 对 一 切 M e 92, 随机 积分 算 子 ; 


Im: Hi — m 


是 由 Hilbert 空间 242, 到 902 的 一 个 闭 子 空间 ( 记 为 Relm) 的 同 
HRR. € X € Rgs) Jl 


dux M 


a.€. 2]. 9.8 
dpa leme] (9.8) 





IZ X = 


BB jyxm 关于 uan 的 Radon-Nikodym 导数 . 


证 注意 由 (8.10) K, 对 M,N EQ ZE A,A CP 
Emnin lA) = (HCA M, MAN Jm 
= (II(AJI(A)M, N)m? 
= (H(AN AM, N)s 
= jun(ANAN. 


Ë H cH, X = IH. 在 (9.2) 中 以 H(A)}M 代 N, f8 
HXM(A) = (X, H(A)M),,; = f Hdyuun(ia)M 


Fo x? 
= f Hdpys. 
A 


既然 上 式 对 一 切 ACTA, W 


H= dux M 
duy 





ae. [iara]. 
车 GE M. Y = I G. 再 由 (9.2) 式 得 


(Ig H, Ing Ga = (X, 1 G),,z = f 


Ex 


GduxM 
Q 


= HGduua = (HG). 
He: x 


(8.9) 


(9.10) 


(9.11) 


(9.12) 


HP (oe, 表示 Hu PHAR. TERT Im : Hir — 996 是 保 
持 内 积 不 变 的 线性 算 子 ， 因 而 基 TO, 到 UU 中 的 Hilbert 空间 同 构 
BR, YE Re() LEAF Iy FE, Hh (9.11) 给 出 ， 此 即 (9.8). 
' 


下 一 定理 表明 ， 随 机 积分 算 子 Im 和 投影 算 子 是 可 交换 的 ， 


定理 9.4 K MEDR, Hc Bx VA EP 有 
Tu(1aH) = Il(A)M H). 
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(9.13) 


证 在 (9.2) 式 中 以 14H 代 H, $8 
(Ig (1AE), NY =f Hdumn, | VN c9. 
A 


5 —3J d, # (9.2) 式 中 以 ILA)N 代入 ,并 注意 到 (9.9) 3X, 得 
(ICA) (Um H), N)m = UMH, HI(A)N): 


= Hdpyn(aN =f Hadpmn, YN € 9m. 
Ryn A 


比较 上 述 两 式 即 得 {9.13). — 1 
注 在 定理 条 件 下 ， 有 


/ H-dM = f aman, = AU Rs (9.14) 
A ü 
# r PEB, A= [[0 7], W 


H,dM, = (La H),, (9.15) 
[09.7] 


说 明 lonk 关于 M 的 积分 和 积分 所 得 过 程 X = IH 在 时 刻 
的 值 (7 EDI) 是 一 致 的 . 
推论 1 Mem, Hen, 


E(f HudM,) | - f. »" H'duys, (9.16) 


一 般 地 ， 只 须 ACT, 14H eH 就 有 


z |[( f Ham) | = f mre. (9.17) 
A 
HA, Ete Ri, bad EH, D 
至 | aM.) | = d Hdp. (9.18) 
TT. 


由 (9.17) 式 可 见 ， 若 4 8 P, 14H? B 1,H co, H 
f. (Hí? — HY duy — 0, 
A 


则 
J u au £ f Ham. 
A A 


证 在 (912) tm G= H, 88 


m? 7 


IDs = LI (9.19) 


H 99 和 L, Fo P) i PIER (8.1) 即 得 (9.16); 对 A € P, A 
14H IÑ E, 由 (9.16) 即 得 (9.17). 其 余 都 是 显然 的 推论 ， P 

推论 2 W M,N c WÊ, He90, Ge HS, X = IH Y = 
ING, 则 对 YA € P E 


uxv(A) = f HGdumn. (9.20) 


证 3E (9.12) PÆ InG 代 InG, 再 以 14H fü H, 由 (9.13) 
及 (810) BUfH. = 

习题 2.2 证 明 若 M c 98, H € H2, X = IH, W| x: < 
uy, A 





du xa 
H?- DS ae. [ug 2]. (9.21) 
习题 2.3 证 明 若 M € 95, 则 Rg(lar) 为 90 之 稳定 子 空间 . 
下 面 是 平方 可 积 著 的 随机 积分 表现 定理 ; 


定理 9.5 设 M € 9". 则 对 一 切 X e mo, 存在 唯一 可 料 过 程 


H e H, 及 唯一 的 NN e mui Wm. 
1° MLN; 
2° X= f E.dM +N. (9.22) 
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证 由 于 Rg() 在 2 "bp, xt ona 作 正 交 分 解 : 
mM = Rgl m) 6 Rg(Lu)^, 

TEHE H € H}, EN eRa(I)^, f£ (9.22) 成 立 , HF Rg(y) 为 
稳定 子 空间 (2J 8 2.3), 由 命题 8.8, NLL Relm) 显然 M € Re(Iu), 
A M LLN. 分 解 的 唯一 性 可 由 正 交 分 解 的 唯一 性 及 Rg (Tu) HIS, 
的 同 构 关 系 而 得 到 ， a 

对 于 98 之 任 一 稳定 子 空间 ,随机 积分 算 子 有 以 下 不 变性 质 : 

定理 9.6 EAM RETEN, WM EQ KHE Hir 
有 IH E Q. 

证 4 H —14, ACP hf, Iu H = I(A)M. 按 稳 定子 空间 定 
义 结论 显然 成 立 ， 由 积分 关于 H 的 线性 竹 质 可 推广 到 简单 可 料 过 
程 ( 即 可 料 集 示 性 函数 的 线性 组 合 ) 的 情形 . 再 由 Du 的 等 距 性 质 、 
M SERE dE Hy 中 的 稠密 性 及 Q 的 闭 性 可 推广 到 一 般 的 可 料 过 程 
H e Hie 

应 用 此 定理 于 稳定 子 空间 932, 得 到 以 下 重要 推论 : 

推论 M e mË, H e 232, = I4H c me. 

现在 考虑 随机 积分 算 子 IP. 4 H 为 有 界 可 料 过 程 时 ， 因 为 
H € H3, 对 一 切 M c 98 都 成 立 ， 所 以 IP 在 整个 空间 38 都 有 定 
X. 注意 到 (9.2) 式 可 写 为 

(FM, N Jm = f Hd(W(-)M, NY), YN e 9, 
Fe xz 

因此 IP BpOH 关于 溢 测 度 工 的 谱 积 分 (参看 Dunford-Schwartz[1]): 
I" = f Hal 由 此 可 见 ，I# 是 sw Eñ 59 H R$ T+. Hi 
的 可 料 过 程 H, 我 们 有 以 下 结果 ， 

定理 9.7 设 五 为 任 一 可 料 过 程 ， 令 

Hí(? = Hl||gl<nh n € IN, (9.23) 

W HC 为 有 界 可 料 过 程 . 再 令 

Dom(IE) = (u € S; lim 187” M fE W 中 存在 }, (9.24) 


Jtt 
M € Dom(I7) — H € 45,. (9.25) 


此 时 
IM = It = lim IEM (92 pka), (9.26) 


H IH 为 8 qyxuuEXSS.HBHBIESRI. 
WE Ei H e Ge. W n — oo 时 


in). 2 _ 2 
po? — aii. = / dus — 0. 

Bl 的 等 距 性 质 可 知 (EU M) 为 m 中 的 Cauchy 序列 ， 因 而 
在 que, BJ M € Dom (IF). Rz, 35M € Dom (IF), 由 同 
构 关系 ， (HUD) 在 H3, pud, HOLUES H c Hi. 得 证 (9.25) 
及 (9.26). | 

为 证 Dom (7/7) 在 % HAR, in A = [HI < n, YA, X 
H(A.) 所 对 应 的 闭 子 空间 . Am BE, 由 定理 9.6, 对 M em, 
BÑ m >+ # 

IY M = IH) c MB., 


故 由 定理 9.4 


Ig HO? = (A) HV?) = iula HU) 
= I HO. 


M6 m — oo Hj, E (9.26) 必 存 在 ， 即 M € Dom (IH), 于 是 我 
们 有 U, 9232. C Dom (IF). 由 于 An t (E, x Q), 对 一 切 M € mi 
有 lm: Ti(A.)M = M( 在 ona P as). 而 H(A,)M c 9 cC 
Dom (IH), & Dom (IF) 在 M HAY. 

次 证 IE 为 闭 算 子 . dt M eDom (IP) B limz ,4, MU? = 
M, lima, 4,5, 78 M) = N, XE. M €Dom (IH), B N = I4 M. 
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N= lim IËM™ = lm lim Ta (0? 
To Th— Co n-o 


= lim lim MAn” M), 


Th m "nox 


由 于 |IH(A,)|| —SU8 E, 34 m — o Bf MA UEM) Xn 
RRA = MA N, 因而 上 式 中 极限 过 程 可 以 交换 ， 即 


N= lim lim FUM, 
H= o0 Too 
因为 IST 为 有 界 算 子 ， 故 上 式 又 等 于 
N = lim I8 M, 
位 一 Do 


亦 即 M € Dom (IF) B N = IP M. 
利用 1HT i5 H 3t PETIT R XE E PE BUTS EIER IH 的 自 共 
Wut. g 
习题 2.4 i H,G 为 可 料 过 程 ， 4 为 可 料 集 . 证 明 : 
1° II(AM c IETI(A); (9.27) 
2° JHC C [HG (9.28) 
习题 2.5 Wsct RE Fe Z, M e S Ë H cO. UB. 


f lpH.,dM, = ie f Hd My; (9.29) 
(a,t] (s,t] 
进一步 证 了 明 ， 对 任 一 有 界 五 可 测 随机 变量 上 有 
f EH,dM, =Ë f HudM,. (9.30) 
(s,t] (a,1] 


(提示 : 利用 定理 9.4, 设 A — (s, t] x F, 然后 利用 积分 算 子 Lu 892 
性 性 质 和 连续 性 质 . ) 
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810， 局 部 L^ 部 随机 积分 


平方 可 积 抽 随 机 积分 的 定义 很 自然 地 可 以 推广 到 L7 Sh. ENDS 
EM = {Mute R.) 为 右 连续 L2 S, BAHEA T > 0, 其 停止 
过 程 MT = {[Mran t € R4} gu XESRCEJuD8HER. EP, 
我 们 可 以 用 停 时 + 来 代替 固定 时 刻 T, 因此 引进 以 下 定义 ; 

XX 10.1 ip c [Loh M = (M, t € R.) 2) š i& ox 
E. EAE S 停 时 序列 +, T oo a.s， 使 对 每 一 n€ IN, 停止 过 程 
am = (Mus t€ R.) A LP, Ww Moos 局 部 Lo Pi) 称 
为 M 的 一 个 局 部 化 停 时 列 ， 局 部 LO 靳 简称 为 SEDE. 

注 局 部 LU 加 也 是 局 部 L? 有 界 轨 ,局 部 甘 也 是 局 部 一 致 可 
SUB. RAAH (0) 为 其 局 部 化 停 时 列 ， 总 可 选 (z. A nk 为 新 的 局 
部 化 停 时 列 ， 而 Mr An 为 L? AR (一 致 可 积 ) 9A. 

TA, Le 靳 都 是 局 部 L^ 蒜 ， 但 局 部 LP RARER. 

$3 10.2 设 pe [1,co), M = (M,, te IR) 为 右 连 续 局 部 LP 

ih. 则 M OL? 靳 的 充分 必要 条 件 是 : 存在 一 个 局 部 化 停 时 列 {因而 
也 是 对 一 切 局 部 化 停 时 列 }{7n}, 使 对 Vi e Ra, (M. Aa |P, ne IN] 
为 一 致 可 积 族 . 
证 由 假定 ， vn € N,M™ = (Mute IR 为 LR, E 
limno Mz, 4, = M, as E (|M. a |P, n € IN) 一 致 可 积 ， 由 定理 
47 有 lim a5 Mz, = M, (LP) XE Vt € R. 成 立 由 条 件 期 望 算 子 
在 LP 中 的 连续 性 {习题 1.6), 在 下 面 等 式 中 令 n — oc: 


My ^s 一 IEM. 4d. a.s. (s < t), 


EI M, 一 EMF] as. a M 为 L? gu 

BG, WM 为 右 连 续 LGB, DU |M |P AIRA XESE P YR, HI 
而 对 Yt E Pe. 由 定理 6.9 得 0< [M P < E| MAF | Frae] a.s.. 
显然 ， UM. a |P. ne N) 一 致 可 积 ， | 
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推论 PRESB ERRE: EE (LD) 类 过 程 . 

特别 , 车 对 一 切 了 > 0, 停止 过 程 MT 为 LP Bh, 则 M. 本 身 也 是 
L? 贰 【只 要 在 命题 10.2 PRE 7, = n, 则 对 Vt e Ry, (|M... |P, n € 
N) 为 有 限 族 ， 当 然 一 致 可 积 ). 

命题 10.3 W M = (M.. t € R} Af, DUX) wp e 
[Loo], M 为 局 部 L 拷 ， 具 有 如 下 局 部 化 停 时 列 (03): 


op = inf{t E€ Ry; IM,» k), | ke NN. (10.1) 


证 设 [za ) A M 的 一 个 局 部 化 停 时 列 . 则 对 任意 固定 的 六 [0s] 
t MT 的 局 部 化 停 时 列 {因为 对 Yn € IN, (Mes) = Ma^ = 
(M77 )"* 为 连续 鞭 ) 但 


Tk 
sup Mga, 
TL 





Sk, —Vte Ru, 


# {Mo ne N) 一 致 可 积 ， 由 命题 102 可 知 M"* 为 连续 (有 
界 ) $h B rz oo a.s. Ë 

HE EOM 仅仅 是 右 连续 局 部 装 ， 由 (10.1) 定义 的 ok 虽然 也 
是 停 时 ， 但 我 们 一 般 得 不 出 Mo, = k, 因而 M” 未 必 有 界 . 

我 们 以 M, ETEA 0 的 局 部 L^ BE, oc = Mhe 
EnA, MARIES 0 EU ERE T. 

下 面 讨论 可 料 过 程 关于 局 部 L7 RKE. CAR L? W 
(因而 也 包括 Brown 运动 ) 为 其 特殊 情形 . 

命题 10.4 W M c 9X2., 则 在 全 上 确定 一 个 o- ARWR umez, 
使 对 M 的 任 一 局 部 化 停 时 列 {rah 有 


Ba (A n [IO Tn)D) = s 4) 
YWEN, AEP, (10.2) 


其 中 un 为 (MP 生成 之 Doléans ME. 
证 任 选 一 个 局 部 化 停 时 列 {mh 按 (10.2) 定义 pm 我 们 要 证 
明 些 定义 是 相 容 的 . 


Bost ARTER, £ ((c,r]] C ((7,oo)), 则 
pn(t(0, T]]) = E[M? Ar 一 Ma, ^el 
= EJM}, — M2] = 0, 
因而 pn 在 P 门 ((7a,o0)) LEAR, 车 sn] C [Ios] B m > n, 
则 Tm A T = T = TA A T, TmAT= Ta A G, 
umo, 7]]) = EE|M? — MZ] = us((o, T]]), 

因而 Hn 和 jm fr P AID, 74] 上 重合 .又 因 队 开 一 个 不 足 道 集 之 
外 ， 有 R. x Q = Unio n] AI (10.2) 确定 全 上 一 个 o- 有 限 测 
BE. 不 难 证 明 此 定义 不 依赖 于 停 时 列 {rn} 的 选择 ( 留 作 习 题 ). K 

习题 2.6 证 明 由 (10.2) 定义 的 ec- 有 限 测度 sm 不 依赖 于 局 
部 化 停 时 列 (7, ) 的 选择 . 

定义 10.5 设 M € Vioo 以 CUM) 表示 满足 以 下 条 件 的 可 料 
过 程 H 全 体 ， 存 在 停 时 列 T. Too as 使 

1° (74) 为 对 之 局 部 化 停 对 烈 ; 

2° X Yn c N, He 42 = LR xN Pun) 其 中 us 为 
(MY 生成 之 Doléans 测度 ， 此 序列 称 为 关于 M 和 五 之 局 部 化 
停 时 列 ， 

注 HT u, fETP(Y(.)) 上 恒 为 零 , 按 (10.2) 式 , 条 件 2° 等 
价 于 条 件 ， 对 Yn e IN, Lpr, H € CR, x 1, P, uae), XE ua 
A fer 10.4 确定 的 c- 有 限 测 度 . 

定理 10.6 Ú M e 9 , H e CE (M), 则 存在 唯一 元 素 光 EE 
Meo 使 对 一 切 关于 M 及 五 之 局 部 化 停 时 列 {m} 有 


Xm = fa dM, — ne NN. (10.3) 


证 B] MT € 982 A H c 2, i (10.3) 右边 有 意义 且 为 St 中 
AE, KO YOU, 并 记 An = [[0,7.]]. 由 (9.27) 可 知 ， 当 mm>n 
时 有 


H(A,)Y (m) = / H -dMT= Ara = / H- dM” = Y") 


此 即 (Y 00)0 = YO, 可见 在 A, E Y(m) 5 YO) 无 区 别 . 按 归 纳 极 
Wig X, tE X^ —YO (由 此 可 知 对 vt eR A lim, Yi” = 
X, as). 显然 ， X € 9n. H {mn} 为 其 局 部 化 停 时 列 ， 

剩 下 还 要 证 明 X 之 定义 不 依赖 于 局 部 化 停 时 列 的 选择 ， 设 有 
另 一 个 局 部 化 停 时 列 (os), di YO = f H dM?» 定义 另 一 归纳 极 
限 x. HAH vn e IN 有 


MIn = M + M?» — MATR € më 


lio, vs. ]] H —1go7,] H + 1o 5,5 H 
— lp ^c,]H € ER, x Q, P, uaa), 


故 Iz, Vo.) 仍 为 关于 M HLH 之 局 部 化 停 时 列 ， 设 由 YO) = 
JH- dM 归纳 定义 二 则 从 以 上 讨论 可 知 ， 对 Vn e IN, Y 02 
H YO dor] ERR, YO 5 YO) 在 o,o] EERE, 
因而 1C) 5 YO) 在 [[0,0, ^ r«]] 上 无 区 别 ， 但 除开 一 个 不 足 道 集 
5, Ra x Q = Unl[0 =, Ara], W X $ X XpCRI.— u 

EX 10.7 i$ M € DR. H c Ch (M), 则 由 定理 10.6 所 确 
定 的 唯一 元 素 X EM RA H 关于 M 的 随机 积分 ， 仍 记 为 : 
X = f E .dM. I 

现 假定 M,N e 9... (n) 同时 是 关于 M UN 的 局 部 化 停 时 
列 ， 类 似 于 (10.2) 可 在 P 上 确定 一 个 o- 有 限 符号 测 度 ， 


umNÍAN [[0, Ta] = nld), Vn € IN, AEP, (10.4) 


HP àn (OM NY 生成 之 Dolaans( 符 号 ) 测度 ， 若 nus = 0 (或 等 
价 地 ， MN 为 局 部 蒜 ), 称 M 与 NEES, 仍 记 为 MILN. 关于 平 
方 可 积 辑 积分 的 许多 性 质 不 难 推广 到 局 部 L? eR EE. 下 面 的 定 
理 罗 列 了 一 些 主要 性 质 ; 

定理 10.8 设 M c SQ... H € £2 (M), X = f H - dM, Wl 

1° Ha fH- dM E M — [ H-dM X TERIS, 


29 £Ge£2.(M), Y = | G-dM, WJ 





HG = duxy a.e. PTT (10.5) 
diy 


特别 在 (10.5) 中 分 别 令 G = H R G = 1, 得 


g? — Ixa _ duxM 


— = e. : 10.6 
dawa? dui a.e [2]; (10.6) 





3° # G e= h (X), B| HG 8 2 (M) HB. 


loc 


[eoa = [e (10.7) 
特别 取 G = lo TAARE, N 
J Hlp, dM = X"; (10.8) 
4° Xs <t RAR Z, 可 测 随 机 变量 有 
/ EM = £ j GM. asi (10.9) 


5° 车 可 料 过 程序 列 UO) ME |H] < G e cM) H 
litina H™ =H ae. [naa]; MA v7 > 0f 


sup | f (H(? — H,) -dM,| B o. (10.10) 
ozer | Jio 

证 1? mE X 2,3,4 分 别 是 (9.20), (9.28), (9.30) 的 推 
it, WW (10.10). 

设 (n) 为 关于 M 和 G 的 局 部 化 停 时 列 。 由 Lebesgue 控制 收 
KEE, X Vk e IN, (H1) 在 H = PP(R, x 0,P p) PKF 


H, 其 中 us 为 (MY, 生成 之 Doléans 测度 .根据 等 距 性 质 (9.18), 
xF vi e F. 有 


(m) L 
H("gM7* £ f H,dM7*, 
[o.t] 104] 


(RE (10.3) 此 即 


f HIM, 25, H,dM,. (10.11) 
(D. t^] 


[QAT] 


对 Ve > 0, H L? BUEECK EU 59 X, (6.10) 有 


>e) . 


lon f (ri 一 HMM, 
[9.1] 


PÍ sup | f (Ht) — H,)dM, 
[o£ 


Occ T 





: 





< P(r, < T] + PÍ sup 
OzizT 





< Ptr «T ee? E|( 人 „EP - Hame) |, 


由 于 Tk foo a.s., 选 上 足够 大 可 使 右边 第 一 项 任意 小 ; 再 由 (10.11), 
可 选 吕 足够 大 以 使 第 二 项 任意 小 ， 得 证 (10.10). 0 

习题 2.7 证 明 若 M e 992... 则 对 一 切 X € Mpe 存在 唯一 可 
HIE H € LM) RE N ED o WE: MUN R 


X = faam +N. 
下 面 讨 论 一 些 常见 的 特殊 情形 . 在 某 些 特殊 情形 下 ,被 积 过 程 类 可 
B X. 


定理 10.0 1° # M e Wt. H € C; (M), Wal 


x= f # an emi; 
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2° 若 对 为 右 连 续 (S) R, HATENE, WER 
xj Vt > 0 
1p,4H € Hir = LI (IR. x N,P, uma), (10.12) 


Wi X = Í H -dM 为 右 连 续 (EE Sh 

证 DL F SE SUR p — UI mr ' (hr 10.3), 故 积分 有 意义 ， 
从 定理 10.6 的 证 明 即 可 看 出 AX 是 连续 局 部 L^ 邯 ， 亦 即 连续 局 部 
$t. 

EMAL R, 五 满足 条 件 0042), 则 序列 in) 是 甘于 M Gm 
H 之 局 部 化 停 时 列 . 按 定理 10.6 的 证 明 ， 它 也 是 三 的 局 部 化 停 时 
列 ， 由 命题 10.2 可 知 X 本 身 就 是 L^ Wh. 证 毕 . s 

现 设 M 为 右 连 续 L? 3, H px TE P EXT Ax P 绝对 连续 : 
Baz X Àx P, 其 中 入 为 IRR, 上 之 Lebesgue 测度 . 由 Radon-Nikodym 
定理 ， 存 在 P 可 测 函 数 {可 料 过 程 )G > 0, 对 7¥4EP 有 


na (A) 一 f G(tw)d(A x P). (10.13) 


注意 等 式 右边 对 A € BUR) x 下 都 有 意义 ， 这 样 得 到 了 ymz 在 
B(R,)x F LRH ye. DAN. 表示 BUR) x F P ae dE 
fk, 并 记 Pa = e( PUN), RA P FBU) x £u) 的 增 广 ， 
我 们 有 坟 下 重要 结果 ; 

$E 1010 Ë M 为 右 连 续 LL RW, WERI: uan < Àx P, 
则 循序 o- 代数 M Cc Pu. 

证 设 瑟 为 有 和 界 循序 过 程 ， 令 


H(t w) = 3 Hí(s, w)ds, a > 0, (10.14) 


则 H° 为 连续 适应 过 程 因而 是 可 料 过 程 ， 且 


lim H^(t,w) = H(t w), Vu € f, ae. te Ry. 


对 Ve > 0, Vt > 0, 由 Fubini 定理 有 


lim f |H" — Hidiue 
210 Jig| cni, 


- lm Í IH° — HIGd(X x P) — 0, 
919 Jigen 


因而 H 在 集合 [IG < c] 上 为 可 料 过 程序 列 的 ae. [Ar] 极限 ， 
除开 一 不 足 道 集 外 ， Px Q = U,llG] < nj, sk EO Pu 可 测 ， x 

注 可 以 用 投影 定理 证 明 (参看 Dellacherie-Meyer[2]), # H AE 
界 可 测 过 程 ， 则 存在 可 选 过 程 H, 使 对 vt € Rt 有 H, = EHF 
ass 车 H 为 适应 过 程 且 S 满足 通常 条 件 ， 则 有 于 = H, as, 由 
Fubini 定理 有 (A x PHE Z H) = 0. 在 命题 10.10 的 证 明 中 可 以 用 
H 来 取代 H, 因而 进一步 证 明了 一 切 可 测 适应 过 程 为 Pu 可 测 . 
详细 讨论 可 参看 Chung-Williams[1]. 

我 们 知道 ， 对 Brown 运动 W 有 pw: =A x P, 利用 命题 10.10, 
在 关于 Brown 运动 的 随机 积分 的 特殊 情形 ， 被 积 过 程 可 以 扩大 到 
可 测 适 应 过 程 类 . 

定义 10.11 以 Hh: 表示 满足 以 下 条 件 之 可 测 适 应 过 程 H 全 
Bi: 


t 
Elf Hids co, Vc R; (10.15) 
o 
Lie 表示 满足 以 下 条 件 之 可 油 适 应 过 程 H 4: 
t 
f Hids < oo a.s., vt e R4. (10.16) 
0 
定理 10.12 É W X $-Brown ish, H € £2. 则 随机 积分 
X= f H- dW eM # He H. X xx LM. 
证 W H e CL. 且 为 可 料 过 程 ， 选 取 
1 
r=inf {s Í mias aj on. n € N, 
0 


. 89. 


显然 {m} 为 一 列 停 时 , H Ta T eo as., Ë uwa = Ax P, XI Vn € IN 
n lio, H2 ds = / I H?ds < n, 
D 0 


Ék H < CË (W), B {m} AXT Wm H Z W WB A. Hog 
10.9 Z 1°, X Xj SE ey i 

É H € Hi. 且 为 可 料 过 程 ， 此 时 条 件 (10.12) WE, HER 
10.9 之 2°, X 为 连续 L7 Rh. 

对 于 H 为 可 测 适 应 过 程 的 情况 ， 由 命题 10.10 IE, HA 
Pw TA. 注意 到 车 H e DIR, x G,Py,A x P), 总 存在 六 < 
DR x0,P,Ax P), f& H = H a.e.[ 和 x Pl. MEX Hilbert 空间 
两 者 是 同一 空间 ， 前 面 的 结果 均 可 以 用 Pw tü p, 于 是 定理 结论 
成 立 . B 

注 当 M 为 连续 局 部 贰 时 ， 可 以 将 积分 fou HudM, WA 
fo H,dM,. 


811. ERMIR 


许多 随机 过 程 常 常 具 有 以 下 特点 TE RERO — ARAA 
一 个 随机 偏差 之 和 .平均 轨道 常常 是 规则 的 ， 具 有 有 限 变 差 ; 而 随 
机 偏差 常常 是 不 规则 的 ， 表 现 为 一 个 蒜 ， 例如 带 潭 移 的 Brown = 
动 ， 泥 有 隐 声 的 信号 过 程 ， 出 现 和 干扰 的 动态 系统 等 等 都 属于 这 种 情 
s. 
从 理论 上 分 析 ， 为 使 随机 积分 的 定义 合理 ， 应 当 包含 按 轨 道 的 
Stieltjes 积分 作为 特殊 情形 ， 为 此 ， 我 们 要 研究 有 限 变 差 过 程 . 
仍然 锋 定 概率 空间 (Q, Z, P, 8) 满足 通常 条 件 . 
定义 11.1 f AMA U —(U, te.) 车 满足 Uo = 0, HBr 
有 轨道 为 非 负 实 值 的 右 连 续 增 函数 ， 则 称 为 适应 增 过 程 (简称 增 过 
程 ); 车 对 Yt e R., U, e LI. WB U A 可 积 (适应 ) 增 过 程 ， 著 过 程 
V = {Vit € IR.) 可 表 为 两 个 增 过 程 之 差 .， 则 称 为 (适应 ) 有 限 变 差 


ARTENA V. 增 过 程 总 体 记 为 V... 
显然 ,有限 变 差 过 程 为 右 连 左 极 适应 过 程 , 因而 也 是 可 选 过 程 ， 
其 所 有 轨道 在 入 一 有 限 区 间 有 具有 有 界 变 差 . 可 积 增 过 程 为 右 连续 非 
负 下 就 ， 因 而 是 (LD) 类 过 程 ， 而 可 积 有 限 变 差 过 程 是 (LD) 类 拟 
S. 下 面 两 个 命题 是 显然 的 . 
命题 11.2 # V £ V,V 为 其 全 变 差 过 程 : 
>" 
V,2supM^|V(kt27") VE- 1270),  teR,, (11.1) 
f k=l 


Hj V Ev, 2 
r l _ la 
W Vt, V- eY, H 
VaVt-V^,VazVtrV-. (11.2) 


命题 11.8 若 忆 为 (连续 ) HIDE, H LORI. XTU 
可 积 (HDX Yw € Q, Vt e Ry, 存在 按 轨道 的 Lebesgue-Stieltjes 积分 
称 为 随机 Stieltjes 积分 ): 


X,(o) = fa H, (dU, lw), (11.3) 





Hp X 为 GESE) 有 限 变 差 过 程 . 
因为 有 有限 变 差 过 程 可 以 表示 为 两 个 增 过 程 之 差 , 故土 述 结论 对 
U € V (py. 
EN 11.4 S EAI X = (X, t € IRL), 如 果 可 和 作 如 下 分 解 : 
X, = Xo + M, + Vs, te R,, (11.4) 


其 中 Xo 为 Fo 可 测 随 机 变量 ， M < 多 人， V e€ V, xdSxssSx 
gi. 


D i sg Q ED 2 SESI SUELE AE ESSERE, BARNDE AR BU, 例如 参 
看 严 加 安 [ 定理 8.20 及 定义 8.40. 





半 坝 的 分 解 式 (11.4) 不 是 唯一 的 ， 但 我 们 有 以 下 结果 ; 

$E! 115 W V e V. EV 同时 是 连续 款 ， 则 Y 三 0 (不 足 道 
过 程 ). 

证 由 于 V AXESERDEL SH OMUEXT vte R, V = 0 as, 
为 此 又 只 须 证 对 一 切 有 界 Z, 可 测 随机 变量 t, A EEV] = 0. 

将 区 间 [0,7] 2^ 等 分 ， 令 


AVin = V(kt2 ^) — V((k — 14277), (k 21,2,---,2"). 
因 AVin 为 Fe- 可 测 ， 故 
TEC(AVW,.)] = IECAVes HE( Fia )]. 
WM AR {EEF ] s € IL) 之 右 连 续 左 极 收 正 (根据 定理 6.3, 这 
种 修正 永远 存在 ), M 


EEV] = lim ` Y Era 


lim r|? Mrez- (AVin)] 


n— DOD 


- E| f mav), (11.5) 


一 等 式 是 根据 M 的 右 连 续 性 及 Lebesgue 控制 收 伍 定理 . (BER V 
E, JE Lebesgue- Stieltjes 和 中 可 将 M. a HA Mis i-i X 
AVAR, X 


IEE[M ((k — 1982 7 AVkn)] 
—JE(M ((k — 1)£27* HE(UA Ves )|Ft1y2-7^)] = 0 
(k —1,2,-..,2^), 


于 是 由 (11.5) 得 EEV] = ' 
推论 WV 8 V 19... P V =0 {不 足 道 过 程 ). 


证 E {m} 为 了 的 局 部 化 停 时 列 , 则 对 vn e 站 ,停止 过 程 Vr 
AERE. mA V" cV, 由 命题 11.5, Ve 为 不 足 道 过 程 . 既然 除 
开 一 个 不 足 道 集 外 ， 有 FR, x Q = U..[[0, n], & V 也 是 不 足 道 过 
FW. A 

从 上 述 讨论 可 知 ， 对 于 连续 半 鞍 ,分解 式 (11.4) 是 唯一 的 ， 因 
为 者 存在 另 一 分 解 : 


X, = Xo + M; + V, 


W M- M = V' -V e VNM- 因而 为 不 足 道 过 程 ， 亦 即 M 与 
M',V 与 V' EKHI. 

EX 11.8 设 互 为 一 过 程 ， 若 存在 停 时 列 {rn} 满足 : 

1? «To as; 

2° X Yn E IN, Hlor] 为 有 界 过 程 ; 
则 H 称 为 局 部 有 界 过 程 . 


za, 每 一 连续 适应 过 程 都 是 局 部 有 界 的 (只 要 令 mm = inf(t: 
|; > n). 


命题 11.7 W M € 9892, (V, H 为 局 部 有 界 可 料 过 程 . E X 
于 M 的 随机 积分 和 随机 Stieltjes 积分 一 致 . 

证 考虑 停止 过 程 ， 不 妨 设 M < mQ YV. H 为 有 界 可 料 过 程 ， 
HAED, A= ((o,r], 我 们 已 经 有 


fu dM—M'—M fo dM,, 
显然 两 种 积分 一 致 ， 由 两 种 积分 的 线性 性 质 ， 可 见 当 H ARES 
数 的 线性 组 合 时 ,两 种 积分 也 一 致 . 再 由 两 种 积分 关于 一 狼 有 界 可 
料 过 程 单调 序列 的 连续 性 质 ， 可 知 当 H 为 任意 有 界 可 料 过 程 时 两 
HRGA — 1 

EN 11.8 i X AER, H DSP PE. WEEE x 的 一 
个 分解 (11.4) S H = CZ2.(M) B H XT V 的 随机 Stieltjes 积分 存 
在 ， 则 称 H 关于 X 可 积 ， 此 分 解 称 为 X 关于 H 的 一 个 可 积分 


.93. 


E. 此 时 定义 : 
f 9i ax exo f same f nav, (11.6) 


称 为 H 关于 XX 的 随机 积分 . (11.6) 右边 第 一 个 积分 是 局 部 L ORE 
随机 积分 ， 第 二 个 积分 


(faa), =Í HV, teR, (11.7) 
[0.4 
是 随机 Stieltjes 积分 . 
自然 要 提出 一 个 问题 : 且 然 分 解 式 (11.4) 不 是 唯一 的 ， 那 么 这 
种 定义 是 否 依 分 解 不 同 而 不 同 ? 我 们 有 以 下 结果 : 
定理 11.9 P H BHO S RDEDGYS X AEM, (11.4) 为 
X 关于 H 的 一 个 可 积分 解 ， {Tn} ARTH ROM 的 局 部 化 停 时 
5j. W[frfEME—:E& Y, i vn € N K vt e R, 有 


Ye" = Ho Xo +f 


Drn At] 


H,dM, +f HR,dV, a.s., (11.8) 
[0,7 At] 

此 过 程 Y 5 X 的 可 积分 解 及 局 部 化 停 时 列 的 选择 无 关 . 

证 记 (11.8) 右 端 所 确定 的 过 程 为 Ym PR m > n 时 有 
(Y) = Y, 故 可 由 (vi) 归纳 地 定义 一 个 半 鞍 六， 

设 X, = X, + M; + WW 为 男 一 个 可 积分 解 ，{7%} 为 男 一 个 关 
C H 及 M' 的 局 部 化 停 时 列 ， 且 积 (11.8) 式 同样 地 确定 另 一 个 半 
RY co, = T ^n (ost EET 五,M 及 M' 的 局 部 化 
HJ. 为 证 了 = Y', 只 须 证 对 vn e IN 8 Y^ = (Y), T RS 
题 归结 于 证 明 ; 4 HEF, M +V = M' + V' B M Ë M' € S 
时 有 


f H, dM, + f H,dV, = Í H,dMI + f H,dV,, 
[0.8 [0.4] 10.4 (0.8 
as. — Vt€ R. (11.9) 


Hip V —V' = M' — MENY, 虫 命题 11.7 


H,dV, — H,dV| = f H,d(V — V^), 
[0.] 0,12] f0,1] 


= H.d(M'- M) = | H,dMi— H,dM,. 
[0.4] [9.4] J [ost] 
此 即 (11.9) t. F 

Wb, REFR X 关于 可 料 过 程 H 的 可 积分 解 不 是 唯一 的 ， 
但 由 (11.6) 定 闵 的 半 黄 随机 积分 才 是 唯一 确定 的 . 积分 所 得 过 程 仍 
REFE. PH, EXE, Wf H - dX 也 是 连续 半 蒜 ， 

关于 半 扫 随机 积分 的 性 质 ， 不 难 从 局 部 L* 著 随 机 积分 及 随机 
Stieltjes 积分 的 性 质 推出 ， 例 如 我 们 有 以 下 的 控制 收 化 定理 ， 

定理 11.10 设 沪 为 半 靳 ，G 为 局 部 有 界 可 料 过 程 ， 若 可 料 过 
程序 列 {五 WY} 满足 : 

1° |H(?| G, Vn € N: 

2? lim, yoo HU? (s, v) = H(s,u), V(s,u) E IR, x ü, 

则 随机 积分 fg) . dX WE XE #@ # REA — a kA + 
[H aX. 

证 OX = Xo + M +V 为 关于 G 的 一 个 可 积分 解 . 由 定理 
10.8 之 5*, f H9 .dM 依 概 率 在 有 限 区 间 一 致 收 令 于 了 H -dM. 而 
由 Lebesgue 控制 收敛 定理 可 证 f HU) .aV 以 概率 1 在 有 限 区 间 一 
BKAT fH- dV, KAERA. E 

下 一 定理 是 “ 含 参 变量 的 随机 积分 ”定理 ， 

定理 11.11 É X X (连续 ) kh, H — {及 *,a € IR) 为 一 族 有 
TORJE, PRA: 

(a, t,a) — Hg(w) X P x BUR) 可 测 . 
则 存在 一 族 可 选 (TEH 过 程 六 = {Y",a € IR), 使 映 象 ; 
(ba) — Yafo) Jy O x BURP x BURY WA, Hf Ya c R, 
te R,, 有 
Y? = HE dX a.s.. (11.10) 


设 uh GR FE RJ Borel WE, uj 
m= mman, sen, 
R 
仍 为 有 界 可 料 过 程 ， 且 对 Ye m, 有 
Í Hr . dX, -f Y? u(da) a.S., (11.11) 
[0.1] m 


ur 只 须 证 上 述 结果 在 性 一 有 限 区 间 [0,7] 成 立 . 先 设 Hew) = 
Hiw)h(a), EF H AARTEN, h AAA BUR) 可 测 函 数 . 
对 于 这 类 函数 ， 定 理 显然 成 立 ， 由 积分 的 线性 性 质 ， 对 其 有 限 钱 性 
组 合 全 体 M. 定理 仍然 成 立 . 

对 任 一 满足 定理 条 件 之 H, 必 存 在 (B.) < H, 使 |B,,| < Ë, 
H H,-— H Xj va € R, tc(O,T, we 成立 于 是 存在 满 是 定 
BERA (Y.), 使 对 于 Yn € IN, (11.10) 及 (11.11) 关于 Y, RY. 
由 定理 11.10, 对 Va € IR, 随机 积分 Ya 三 了 Be -aX RERE [0, T] 
一 致 收敛 于 j H°. dX: 同 理 ， Y? = fh Yeu(da) = f HE. dX tb fk 
概率 在 [0,7] —Sikak p f H^ - ax. 

为 选 子 序 列 (ini) ER as. 一 致 收 化， 注意 到 此 序列 依赖 于 参 
数 a, 故 必 须 使 na) 关于 a 为 B(R) 可 测 ， 令 

Unm sup | 人 的 一 了 区， 
0<t<T 

H Y? PED EIE, (wa) Ur mlw) A Z x BUR) 可 测 ， 由 定 
BH 11.10, 24 n, m — co 时 US WW: WS T O. 2 no(a) = 1, 对 
k214 


nela) = inf(n > k V ny 1(a); sup PE 275) «27*], 
ma >n 


则 nela) 为 BOR) 可 测 ， 且 对 va € IR, nala} t oc. 


ig Z, = Y, K, = B... WI vk e IN, Z, 3; O x BURO(P x 
B(R)) 可 测 ， K, 为 P x B(R) WIN, B vac RE 


zt = f xë -ax, zt = [ kt ax. 
H Zg 轨道 右 连续 性 ， 


(wa) — Vi. (u) = SUP. IZ (to) — Zo (t o)] 


为 Z x BUR) 可 测 . 由 {ne} 的 选取 可 知 ， 对 Vkom€ IN Kac BR 
有 
P(Ve, Lu > 2 人 二 2 


于 是 由 Borel-Cantelh 引 理 ， 对 va c R 


f la- fw, a)P{dw) = 0, 
LH 


其 中 
A = ((w, a); , im. Vom(w) = 0) £ Z x BR). 


4 Y = moor W Y X; Ox B(R)(P x BUR)) TA, 当 (wa) € A 
Bf, Y? 为 Zë Rj-— SUE SERRE ER. 但 由 Fubini 定理 ， 


f la-(w,a)u(da) = 0 a.8., 

FK 

故 在 一 个 零 概率 集 之 外 ， 当 上 天 — co BF, XP t = [0, T] 一 致 地 有 
Zt = f. Zgu(da) — Y^ = Í Y ^ p(da). 

HE acid. 因为 {28} 及 (Ke) 分 别 为 (Ye) 及 UI) 的 子 序列 ， 


A Zl HE RAT [H"oaX,Bm 0110) mx. WIE, Z 
KER- Sous fH" aX, 因而 (11.11) xor. GEXPGEUS. E 
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3 BLS B3 S AE AM hi e h — FX 3. 可 
以 证 明 : 半 黄 这 个 随机 过 程 类 具有 许多 优良 性 质 , Blinde eid C? 
函数 的 复合 (913), 随机 时 刻 变 换 (814), 概率 测度 的 绝对 连续 替换 
(815) 等 等 ,仍然 是 一 个 半 秽 (详尽 的 讨论 可 参看 Jacod[1]). 值得 注 
意 的 是 , 若 豆 为 简单 可 料 过 程 ， 且 对 企 一 右 连 左 模 适 应 过 程 X, 按 
Stieltjes FAE [H-4X, 可 以 证 明 ,， 25 [RA X — [H.dX 在 
依 概 率 于 有 限 区 间 一 致 收 敦 朱 站 意义 下 为 连续 , 必须 且 只 须 让 为 半 
Sh. 因此 , 从 理论 上 看 来 , 为 保持 积分 应 有 的 线性 和 连续 性 质 , 并 包含 
随机 Stieltjes 积分 为 其 特殊 情形 ， 半 鞠 是 能 用 来 定 久 随机 积分 的 最 
广 的 一 类 过 程 . 这 方面 的 详细 讨论 可 参看 Bichteler[1], Dellacherie[2] 
和 Protter[1]. 随机 积分 更 深入 的 结果 ， 可 参看 Meyer[3], Métivier- 
Pellaumail[1]， 严 加 安 四 ,随机 积分 算 子 的 谱 分 析 ， 可 参看 黄 志 远 
[Le] Sti, BER DL 


012. 平方 变 差 过 程 


在 $7 中 我 们 讨论 了 Brown 运动 的 平方 变 差 ， 设 二 > 0, 
x t Ü = to < tt <. < t. = t, n € N 
为 区 间 [0,6] 的 一 个 分 割 序列 ， (rz) 由 (74) 定义 ， 对 RR, 上 任 一 
LARA, H (7.5) g X. m7 (£P). 设 W 为 一 维 Brown 运动 ， 我 们 已 
经 证 明了 当 (rp) — 0 时 xz(W(o) -2 t (命题 7.1). 现在 利用 
这 个 结果 来 计算 伊 茧 积分 JI W.dW,. 4 


kn 
win) = 3WG Dios , (s), 0<s<£, (12.1) 
j=l 


则 WC? 为 形 如 (7.15) Bf A (TTE iR, HB vw 及 Va € [0t], 
H W 的 样本 连续 性 质 ， 有 


; (m) _ 
Jim W (sw) = W(s,u). 


Q8. 


H + n — oo 时 


t ka 
E| f (was) = DEEG 一 地) 
t 
2 EN 2 s 
一 ! = | f was], 
根据 定理 47( 用 有 限 测度 Àx P 代替 那里 的 概率 测度 P), 有 
t 
(m wy co 
s| f (W) — W,) ds] —0 人 一 2. 
HB ^8 FE TEJR. (9.18), 有 


t t 
f wdw, = f W,dW,, (12.2) 
0 ü 


kn 
f | wí?aw, = 3 W (thW EF) - W(52))) 
0 j=1 


BJ Stieltjes 和 (7.8) Et 408 u? = 054 DEE [r2 +, 07] ESI Ze e. 
在 87 中 已 证 明 当 (n7) — 0 时 ， 此 和 均 方 收 你 于 gW? — t), 因此 


t 
f W,dW, = iw - t) a.S., (12.3) 
ü 


w2-2 f W,dW, = t a.s.. (12.4) 
o 
换 各 话说， 我 们 有 
lim 7?(W.) = W? -2f W,dW, (KL). (12.5) 
no 0 
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本 节 将 把 这 个 结果 推广 到 一 般 的 连续 局 部 歉 . 
定理 12.1 设 M e 9. 则 对 vt c R, 及 [0.6 2 4 SAEPE 
{mr} 3 fry) 0 时 有 


t 
lim «f(M.) = M? - 2 f MaM, (ROBAR). (126) 


OM 为 连续 LIR, WI Epi N L rot, Xp M ADXESUR RUM, 
则 上 述 收 笋 为 L? rax. 
证 先 设 M 为 有 界 连 续 蒜 ， 因 Mo = 0, 故 
ks 
M£ = YMO - M(t$ JY] 


J=1 


Mysia. OK (t2) - MT). 
(12.7) 


. En 
Mí? = 5 M(t -alier tr en] (s), 
j=1 
由 M 之 样本 连续 性 质 ， 对 Vo Esc [0,0] 有 
Jim M (su) = M(s,w), 


由 M 之 有 界 性 可 知 Me 在 H3, rak, BRAT Du 的 连续 性 
Hi, 34 n — oo 时 有 


kn 
Y MEME - MG) 


j=1 


t L t 
= f Mí" dM, — f M,dM,, 
Q 0 
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H (12.7) 即 知 当 于 — oo 时 有 
2 t 
z?(M.) 55 M2 — 2f M dMs. 
ü 


再 设 M 为 连续 局 部 蒜 ， 对 Vm c IN, S 
Tm = inf[t; | Mil > m), 
Bi] {Tm} AFRA, H Ta foo as, 对 Vm € IV, 停止 过 程 M7 为 
有 界 连续 蒜 . 由 于 在 集合 [nsa > t| E m=n(M.) 与 n?(MCT) 一 致 ， 
REL RAT 
M2 -2 u dM. 
Tm ^ o 8 as 


1 
ir. "nM. P 1, M? 9 M,dM, , 
[ m 2T; ( ) — [ 24( t / ) 
因为 PIU, [na > 0) = 1, 所 以 (12.6) RI. 


最 后 设 M 为 连续 [2 E. HEM 10.9, fM. dM 仍 为 连续 D? 
B, B Elfi M,dM,] = 0, 而 由 (12.7) 得 


ERT (M.)] = EM], ve N, 
根据 定理 4.6, T {12.6) 为 L' QS. a 
定义 12.2 X] M e tt 定义 


t 
[M], = MË ~ af M.dM,, te R, (12.8) 
O 


iE [M] = ([M],,t € IR.) 称 为 M 的 平方 变 差 过 程 . 

ER, M] 为 连续 适应 过 程 ， 且 [M] = O. 由 定理 12.1, 作为 
TIM.) 的 极限 ， 显 然 随 上 而 递增 ， 即 对 < 有 [M], < [M] as. 
根据 样本 连续 性 可 知 ， [AM] 为 一 连续 增 过 程 . 特别 当 lM 为 连续 L2 
Bus, [M] 为 可 积 连 续 增 过 程 . 
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将 (12.8) 改写 为 
t 
M= 2f M.dM, [M], tE Rs, (12.9) 
Ü 


ERTA M? 表示 成 一 个 连续 对 2 f M - aM 和 一 个 可 积 连 续 增 
过 程 LM] 之 和 . 这 种 分 解 实 际 上 是 唯一 的 , AAE M? 还 可 表示 成 
ATEA N 和 另 一 个 可 积 连 续 增 过 程 区 之 和 : M2 = N +U, 
朵 [ad-Z=Nw-21dMeu 且 同时 为 连续 蒜 ， 根 据 命 题 11.5， 
它 是 不 足 遵 过 程 ， 即 [M] IU ZES, N 4802 f M dM 无 区 别 . 

在 连续 局 部 点 的 情况 下 ， 由 命题 11.5 的 推论 ， 分 解 式 (12.9) 45 
然 是 唯一 的 。 这 是 著名 的 Doob-Meyer 分 解 定理 (Meyer[1,2]) 的 一 
个 特殊 情形 。 这 样 ， 我 们 证 明了 以 下 定理 : 

定理 12.3 设 M 为 连续 局 部 鞭 (连续 L? Rh), 则 平方 变 差 过 程 
[M] 是 使 M? — [M] 为 连续 局 部 抽 (EE SEL) 的 唯一 连续 增 过 程 (可 
RERE). 

HATATA, Arn tE S T t E 33 yE. 

定义 12.4 对 M,N € Wu 定义 


[M,N] = (IM + N| - [M] - [N]} (12.10) 


AMHNRE) 交互 变 差 过 程 . 
PL, [MN 是 连续 有 限 变 差 过 程 , 当 M = N hF, [M, M| = 
[M] 是 连续 增 过 程 ， 由 于 


MN = z [(M + NY - M2 - N), (12.11) 


从 (12.11) 逐 项 减 去 (12.10) 相应 各 项 ， 应 用 定理 12.3 即 可 证 明 ， 

定理 12.5 设 M,N 为 连续 局 部 蒜 (连续 L? Rh), 则 交互 变 差 过 
# [M,N] 是 使 MN — [M, N] 为 连续 局 部 蒜 (PE SE RR) 的 唯一 连续 有 
限 变 差 过 程 (可 积 连续 有 限 变 差 过 程 ). 
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习题 2.8 W M.N EMW o 证 明 对 任意 停 时 7 有 
[M NT] = IM, NJ. (12.12) 


和 定理 12.1 对 应 ， 我 们 有 
定理 12.6 Ú M,N e Mpo 则 对 Vt € IR, 及 上 四 日 之 分 割 序列 
{arh 当 dfrpl — 0 时 有 : 


Es 

Y (GP) - M(E (NG) - NOT) SIM, Nje (0243) 
E M,N 为 连续 L2 D. MERKKI L KA. 

WE 由 (12.11),(12.13) 左边 可 写 为 


5 [aP (M. + N.) = aP (M) = P(N), 


由 定理 12.1, 当 m — oo H E EL RAT (12.10) 右边 各 项 ， 
HA ERHI. X 

34M 为 连续 L2 Bet, 从 (129) 可 知 ,， 下 载 M? 和 [M1 有 相同 
的 Doléans 测度 (它们 之 间 只 差 一 个 对 2 fM- dM, HAZ Doléans 
测度 沟 中 . M EN 均 为 连续 L* REI, HEM 12.3 T74, dO 
MN 和 [M,N] 有 相同 的 Doléans BE. 更 进一步 ， 我 们 有 以 下 结 
Lr 

定理 12.7 设 M 为 连续 L?OGM, HFAA [M], 则 对 
VAcP f 


HM2{A) = Bp] CA) = E| f 14d|M], |; (12.14) 
dH 为 满足 条 件 (0012) 之 可 料 过 程 ， 则 对 vt e PRR, 有 


ls H dr = s| í Hal), |. (12.15) 
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证 MPA-((oernercT M, 显然 有 
n4) = Elim], - Ml] = Æ| f^ 14a]. 


TEX (12.14) 右边 实际 上 在 BUR x 下 上 定义 了 一 个 o- 有 限 测度 ， 
它 既 然 在 半 环 五 上 和 popa = uw — X, WE P = ol) 上 也 一 
致 ， 得 证 (12.14). 

在 (12.15) 中 先 设 H = 14, A € P. 此 时 Logt? 也 是 可 料 集 
HRERS, (12.15) 化 为 (12.14). 由 线性 性 质 可 知 当 H 为 简单 可 
料 过 程 时 ， (12.15) 仍 成 立 ， 对 一 般 的 满足 条 件 (10.12) 之 可 料 过 程 
H, 存在 简单 可 料 过 程序 列 (H0?) 使 当 n — oo 时 有 

1, 4(8 09)? + 15,4 (H)*, 
HA Vi dic ak zs REED (12.15). E 
定理 12.8 设 M,N c mË, H € H2,, G € H3. 则 随机 Stieltjes 
积分 
z 
W =f H,G,d|M, N],, te K, 
Ü 


FE, "DENM ED VACPUÉ 
nv (A) = f HGdymn. (12.16) 
A 


证 H Kunita-Watanabe 不 等 式 可 知 (12.16) 右边 积分 存在 ， 且 
在 人 PP 上 定义 了 一 个 符 导 测度 . 
mW G=1 H= la, A = (forl]l ore m, o <r. 注意 到 
[M,N] 和 MN AE hg Doléans 测度 ， 此 时 
V; = [M, Nr — [M, Ap t€ Ry, 
uv (I. x Q) = B[V] = E|[M, N|, — [M, N]-] 
= E[(MN), - (MN),] = pus (A) 


=f HGduyww. — (12.17) 
Rx 
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RRCA AET HRY, T AE, HOP = c (Z,), 应 用 单调 类 
EHM H e Hy 时 上 式 仍 成 立 . H A € P. D) Hl. fŠ H, BBS 
(12.16) X. {JEER G — 14 时 的 (12.17) 式 ， 再 一 次 应 用 单调 类 
定理 可 证 当 G € A5 时 (12.17) 仍 成 立 . 对 A € P, 再 以 Gla f6G, 
便 得 到 (12.16) 式 ， 且 同时 证 明了 积分 的 存在 性 . à 

定理 12.9 设 M.N € mts, H e 2 (M). GeL (N), X = 


oct 


[H:dM, Y = fG- daN. WX vte R, 有 
t 
[X,Y]: = / H,G,diM, N), a.s.; (12.18) 
Ü 
特别 f 
i 
[X] = / H2a[M], a.s. (12.19) 
Ü 
证 EEEN rA [MN] = [M,N] (习题 2.8), 利用 适 
当 的 局 部 化 停 时 列 并 考虑 停 目 过程， 我们 和 不妨 假 定 M.N em, R. 


H e H, G e H}. JH X, Y em. 
由 定理 9.4 推论 2, Xf VA EP 有 


Bxy(A) = f HGdpyw. (12.20) 
A 
比较 (12.16) 及 (12.20) 两 式 ， 可 知 yxy = uv, 其 中 
t 
u-f HGAMN),, — te Rs. 
ü 
因此 uxy-v —0,8B XY -V AERE. 因 |M, N) 是 连续 有 限 变 差 
过 程 ， 故 其 随机 Stieltjes 积分 了 也 是 {可 积 ) 连续 育 限 变 差 过 程 . 
但 由 定理 12.5, (X, Y] Efe XY 一 [X,Y] 为 连续 车 的 唯一 (可 积 ) 连 
TAREE, BS Vt e R, 有 
t 
[X, Y] = V, =f H,G,d|M, N], a.s.. 
Ü 
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TEL OG M = N, H = G 人 时 就 得 到 (12.19} X. s 
习题 2.0 设 MEM o AEM AELA, LB H UR 
vt € m, 有 EMI) < oo. 
(提示 ， 利用 命题 10.2) 
习题 2.10 设 (MC). E [N 7) gk 992 中 分 别 收 化 于 M 及 N, 
WRI Yt € R. 有 
[M,N] 5 [M, NJ. 


习题 211 设 M € Meo H E CELUM), 则 随机 积分 X = 
JH- dM J — Wi E F ARES RRR: 
X vie R, 及 YN e Me. 有 
IX, NJ, = f | H,d|M,N), ^ as. (12.21) 
0 


习题 2.12. 设 M,N 为 连续 LR, H,G 为 可 料 过 程 ， 分 别 对 
M R N 满足 条 件 (10.12). MEM t> 82045 


E|( f ' H.dM,)( f ' GudN, ) 


t 
= E| f H,G,dl M, N], 


F] 








F,] a.s., (12.22) 


HERP s 和 上 可 分 别 代 以 有 界 停 时 oMr. 

(提示 : 利用 定理 12.9 中 所 证 kxy = nv, 分 别 计算 其 在 可 料 算 
Jë (s,t] x F € R RBRELE(I (olr AT, T] € Zu EKE). 

关于 一 般 (RUER) 的 局 部 L? 著 平 方 变 差 过 程 的 讨论 ， 由 于 
涉及 准备 知识 较 多 ， 且 从 本 书后 面 各 章 应 用 来 说 ， 并 不 需要 ， 所 以 
不 子 介 绍 ， 有 兴趣 的 读者 可 参看 何 声 武 、 注 嘉 冈 ， 严 加 安 DJ. 

下 面 是 一 个 用 平方 变 差 过 程 来 刻 划 的 连续 局 部 鞭 收 敛 定理 , 它 
有 着 重要 的 应 用 . 

先 证 明 一 个 不 等 式 . 
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引 理 12.10 i M eMn 则 对 任意 a> 0, 0-20 E £208 
a 
| P{ sup |M. > c) <5 +P{[M] >a}. (12.23) 
证 4 z = infft; [M]; > a), 则 7 为 停 时 ， 且 由 习题 2.9 知 ， 停 
EHEM 为 LP SR. BECAS 5858 (6.10) 得 
P( sup |M;| > e < e ECM) 
D< s< 
- c7? E(M]-A) < a/c?, 


但 我 们 有 


{ sup |M,| >e) c Í sup |M] »edu[rsi) 
< 0x act 


Oca 
{r x t) c {Ml > a}, 
于 是 得 证 不 等 式 (12.23). 1 
习题 2.13 在 引 理 12.10 条 件 下 ， 证 明 指 数 不 等 式 ， 


pÍ ll, «a; sup |M] > e} € 2exp( —c*/2a). 
Q=. =t 


(Em: £ Z, = exp [£M, - (MI. ), XE Z 应 用 上 蒜 极 大 信 不 等 
式 (6.9). 
定理 12.11 i (M?) c Sp. M e 9. HÄ t> 04 


[MOO M], 0 (n — oo), (12.24) 


pj 
sup f) MEO (m — œ). (12.25) 
Oat 


证 只 要 对 连续 局 部 驶 MO -M 应 用 不 等 式 (12.23)， — 
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应 用 上 最 重要 的 连续 局 部 邯 是 关于 Brown 运动 的 随机 积分 
É W -(WI,W?,...,W*) È d HE $ Brown 运动 . 由 (12.4) 可知， 
[Wih = t(j = 1,2,… ,d). 由 于 Brown 运动 各 分 量 相 互 独立 ， 不 难 
由 (12.13) S 5 iz j RP, [Wi Wi = 0. 因此 我 们 有 


[W Wi], = it  (üj-1,2,.--,d). (12.26) 
BH -—(iussnisisa 为 可 测 适 应 过 程 攀 成 的 m x d RE BE, Jp 
每 个 元 素 属于 LLARA: H eL R" QR’), S 


Ł 
X=}. Hi(s)dWE (1-12... m), tc Pu, 


MJ X = (X!, X?,..., X") 为 m RERBA 上 式 可 用 矩阵 记号 
TN | 


t 
X,- f H,-dW, — t€ RR, (12.27) 
Ü 


根据 定理 12.9, 可 以 计算 X 各 分 量 的 交互 变 差 这 程 ; 


sx = > f, riconics 
= f jds (ij =1,2, m), (12.28) 
0 
其 中 @ = HH". ERRE RG IR 中 定义 矩阵 的 Hilbert 
-Schmidt 7i Er Jj 
d 


|]? = t(E H*) - Y Y (H; (12.29) 


i=1 j=1 


3 


WHER 12.11 立即 推出 ; 
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定理 12.12 Wb W 23 d HE Brown 运动 ，H e £2, R7" @ IR), 
{H} c £2 R” Q IR). ED > 0 有 


t 
f | zr? — H, | ds SO (n — oo), (12.30) 
总 


则 


sup | (n co) (12.31) 


Qeit 
类 似 地 ， 我 们 可 以 定义 HR” OQR) (参看 定义 10.11). 可 
证 明 以 下 结果 : 
习题 2.14 WE W X d Hb Brown 运动 ，H c HLR” ORD, 
(HO) c 24, UR" QR’), 则 对 vt e m, 有 


E(f H, dw, ) Xf H, -dW,) ]-f m. Hiis. (12.32) 
特别 





= / Ej, |?)ds, (12.33) 





i 
上 EH - H,|"*]ds — 0 = 
0 


t t 
TEL " 
12.34 


4 M = J H - dW, W| M gj m HES& L2 8k. MP AET 
B, xf c> 0, T >O fr 


|] —, 0. 





T 
PÍ sup |M,| 2 c] < e 五 [| 本 ,|P]as (12.35) 
D< < o 


T 
E| sup Mj? | saf || FE, [?]ds. (12.36) 


Oa 
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第 三 章 BEL ADHERE 
$13. 连续 半 靳 的 伊 芯 公式 


半 扶 还 具有 一 个 引 人 注 目的 性 质 , 即 当 蔷 为 半 靳 ,而 f € COR) 
( 启 上 二 次 连续 可 微 函 数 ) 时 ， FOO 仍 为 半 扫 ， 而 且 有 一 套 "复合 
天数 微分 公式 ”, 称 为 仍 芯 公式 . 它 和 通常 微分 公式 不 同 之 处 在 于 多 
了 一 个 二 阶 项 . 

本 章 限 于 讨论 连续 半 歉 的 涌 机 积分 和 伊 蒋 公 式 . 假定 (Q, Z, P) 
为 完备 概率 空间 ， 子 o- RAN S = {Fn te IRL) 满足 通常 条 件 . 

设 A = {Xa të mj) aE gd $11 讨论 可 知 ， 它 
具有 下 面 唯一 的 分 解 式 : 

X =Xi+M +W temi, (13.1) 


其 中 Xo Zo 可 测 随机 变量 ，M = (Mute IRL) JERRI, 
V = (V,, t€ R.) 为 连续 有 限 变 差 过 程 ，jMo = Vo = 0. 我 们 有 以 
PULS. 

定理 13.1 设 连续 半 款 X 具有 分 解 式 (13.1), f = fin yz) X 
RS 上 的 函数 ， 关 于 x 二 次 、 关 于 4 一 次 连续 可 微 ， 关 于 > Borel 
可 测 . 4 





Y, = f(Mi, Vi, Xo) te Ry, 
M y = {Yn tE Ry) xS, Hi vte R, 有 


t 
FM, Va, Xo) =f(0,0, Xo) + Í FMa Va, Xo)dM. 


+ 
+ f FMa, Va, Xo)dV, 
ü 


t 
+ i/ tal Ma, V4, X9)d[ M], a8. 
2 Jo (13.3) 
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证 j V ERRIREN V, i Yne N $ 


E 0, 车 LXo| => m, 
^ inf[t; | M] Y V, V [M]; > n), 车 |Xo] < n, 


则 íz.) 为 停 时 列 , B +, foo as. 如 果 我 们 对 一 切 n 在 集合 [ma 0] 
上 对 停止 过 程 X UEHH T (13.2), 那么 只 要 令 n — oo, 可知 (13.2) 
*pX QE. ARW X M, 及 [M] 均 有 界 ， 且 了 具有 紧 支 集 
(因而 其 本 身 连 同一 、 二 稻 导 数 均 有 界 )， 
任意 固定 二 > 0, 考虑 [0,2] 的 分 割 序列 ff]}( 我 们 沿用 $12 的 记 
号 ), 由 Taylor 展 式 率 二 阶 项 取 中 值 公式 得 
FMi, Vi, Xo) — f(0,0, Xo) 


ks 

SEMED VE Xo) = AMG) V (2-0 Xo) 
Po (2), V (81), Xo) - SMER), V (554). Xo)] 
Lg IE + IE, (13.3) 


其 中 


= yur 7,67, X6)(V (t7) — V(t?) 
(62 JF VE) B V(£ ,) ZB ), 
i - Y gor VGL XoXMQT) - M(t 1)), 


=m va Xo)(M(t) - M(E)? 


& AF ME) 及 M( uj) z Bl ). 
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显然 ， 当 5m?) — 0 时 ， 作 为 轨道 的 Stieltjes 和 
je ss, es f fy f (M,,V,, Xo)dV,. (13.4) 
3 
$9 (s, w) = ET (M (65.1), V (£5 i), Xo)1 es | mi (5), 


MIZÍ Vo X s € [0,0 # e — HIM, V, Xo). N f. E MESI, jk 
We kB E 0$, ruler, PUE HBH E T I 的 等 距 性 质 ， 有 


t 2 ft 
I) = f MaM, 5 4 FMa, Va, Xo)dM,. (13.5) 


剩 下 要 证 圳 IU Wak 1 [t pr, (M.,V,, Xo)d[ M],. 为 此 先 证 明 以 下 
B| EE; 
938 13.2 W M DLE RGESER, 五 为 有 界 连 续 适 应 过 程 ， 对 
ne N & 
kn 
Sn = H(t$ 1)(M(t) 一 M(t? y^, 


j=1 
M dirr) — 0 时 有 
P t 
S, -一 / H,d|M],. (13.6) 


WE X*[neIN > 


En 
8,2 Hü. MY) ~ Ire a), 
BA 
EN f H,d|M],, 
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为 证 (13.6), 只 须 证 Sa — S, 590. 因为 对 0<r<s<t 有 


(M, = My = ([M]. = [M]-) 
= (M? 一 (M];) (M2 (M]-) 2M.(M, 一 M.) 


-a[ f aM, - M.(M, - M) (根据 (12.8)) 





& 
kn 
HO =Y H(t5 lan am 
了 一 工 
MO -PME HOAT 
j=i 
则 
Sn 一 S, 
ks 


. t$ 
= H| f? Maas - Mer AXM(GD -MG ) 
5-1 ta 


Kn 


PX lee 


了 一 1 


H(t? ,)M,dM,, dus € MT. 4M, 


t 
=2 f H (Mu — Md Ma, 
0 


其 中 第 二 个 等 式 利用 了 (929) £ {习题 2.5). 由 H 及 M 的 连续 性 
Bi, HÜU(M — MO) 在 [0,2 x Q HEAT 0, 8838 HM 的 有 界 
性 可 知 在 20, rp kak 0, 由 算 子 In BRE, S, — Š, 25, 0, 
当然 更 有 S. — S. 0. 4 

在 定理 中 ， 令 H = LfM, V, Xo), 显然 它 是 有 界 连续 适应 过 
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程 ， 根 据 引 理 得 
Es 
P = 1 Ys r0]. VED KOME - MG f 
5if fA (Ms, Va, Xo)d[M],, (13.7) 
由 有 及 M 的 一 致 连续 性 ， 当 (nn) — 0 时 有 


z» (87. V (65.1), Xo) 


n = max 
1£jzk. 


T Fal Mita) V ), Xo) -5 o, 





根据 定理 12.1, n? (M) L^ rak, Wk 
Uu - ii < IUE £, 0. (13.8) 
综合 (13.7) 和 (13.8) 得 证 
i >, T FM, Vas Xo)d|M],. (13.9) 


E (13.3) 中 取 极 限 , 由 (13.4), (13.5) Æ (13.9) BE (13.2) xj vt e IR, 
as 成 立 ， 叉 因 等 式 两 这 的 过 程 均 连续 ， 所 以 它们 无 区 别 . 1 
(13.2) 式 称 为 一 维 伊 蕨 公式 ,下 面 是 它 的 另 一 种 常用 形式 ， 
定理 13.3 设 蕊 为 连续 半 蒜 具有 分 解 式 (13.1), f € CUR), WI 
Y= {f(X t € R.) xS S, B xF Yt e IRL 


t t 
f) = fc) f Pax, | FAAM] as- (1310) 


dE 4 glr, ,y,z)= f(z +u +z) WI g 满足 定理 13.1 的 条 件 ， 且 
g( Mi, Vi, Xo) = f(Xo + M, + Vi) = f(Xq), 
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g(0,0, Xo) = f(Xo), gz (Me Vt, Xo) = FX) gy Mo Ve, Xo) = PG), 
ga (Mi, Vi, Xo) = f"(X4), RA (03.2) AE. P 

关于 多 维 的 伊 芯 公 式 ， 其 证 明和 一 维 情形 完全 类 似 ， 所 不 同 的 
是 利用 定理 12.6, 以 交互 变 差 民 夫 平方 变 差 ， 得 到 引 理 13.2 的 一 个 
推广 这 里 我 们 不 详细 给 出 证 明 . 

定理 13.4 W M — (M1,..-, M") Xj m PEBE SE RS EE WE (Mo 不 
XA 0), V = (V!,-- , V") 为 nn HE SUH I AE 28 SER. (Vo 也 不 必 为 
0). 函数 f = f(z,u)(z = (zu, Em) € JR, y = (ns: yn) € R”) 
XT m (i 二 1,… m) WEST, SC T y (j =l n) 一 次 连 
Beh. «OY, = (Me Vh W| Y = {Ynt € R.) AERE, Hx 
Vt c IR, 有 


Ft, V) = f0fo V) + Df £04, Va 


t=1 


nt 
+ D> Í f, Ma Vo? 
j-1 0 


m t 
T > > f Iie, (Ma V,)d| M", M1], a5.. 
2 € D 2 
Sl (13.11) 


类 似 于 (13.10), FERRATA BEL TE X 
定理 13.5 W X = (X1,... ,X4) A d RERA RADR 
X: 


Xi=XI+MI +V (=l, ,d), 
其 中 Xi Zo 可 测 随 机 变量 ， M' 为 连续 局 部 拷 ，Y ?为 连续 有 限 


FE (i = 1,…. , d). 
设 函 数 f e CR’). W| Y = (f(X,),t € R.) AFREK, A 


: 115- 


X] vtc FR. 有 


d t 
fQ6) - 1089) 37 f fL (x.)ax: 


faz; (X,)d|M:, M?], a.s.. 
+z P (13.12) 
特别 ， 当 f(z,g) = zu, BÍ, RATTAR T E ER LEUR 
分 的 分 部 积分 公式 ， 
定理 13.6 E X Hm Y ARERR, RATER X, = 
Kot MitUn Y= Yot Net Ve WI XY AERE, Ed vt c IR, 
有 


š t 
XY = Xs Í xav, f Y,dAX,--[M, N] as. — (18.13) 
Ü 0 


WO, E X 和 了 都 是 连续 有 限 变 差 过 程 ， 则 MM 三 入 三 0, 就 
化 为 Stieltjes 积分 的 分 部 积分 公式 . 

£ EREZA (13.2),(13.10),(13.11),(13.12) 和 分 部 积分 公式 
(13.13) 中 ， 由 于 等 式 两 边 均 为 连续 过 程 ， 它 们 之 间 无 区 别 、 故常 时 
A t TALEN T. 叉车 分 别 著 虑 实 部 和 卉 部 ， 可 以 将 结果 推广 到 
A BIN. 

作为 特例 ， 我 们 得 到 关于 Brown AJARA. 考虑 自 zE 
RS ud A d£ Brown iz] X = z + W, AP W = (Wt, , W°) 
是 从 上 0 出 发 的 ag 维 Brown 运动 . 根据 (12.26) X, 

[W?, W'7], = ó,;t (4,4 = 1,2,---d). 

由 定理 13.5 得 

命题 13.7 iW 35 dit Brown 运动 ，z € R°, X = z=+W, f € 
C?(R*). 则 对 vt e R. 有 


f(X,) = f(z) «xf 8, f( X,)dWj + TELI a.s.. (13.14) 


*=1 
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应 用 伊 茧 公式 ， 还 可 以 得 到 Brown 运动 的 于 刻画 定理 . 我 们 知 
道 ， 一 维 Brown 运动 W 是 连续 D R, H [W], = t 下 面 定理 表 
明 ， 这 些 特征 刻画 了 Brown 运动 : 
定理 13.8 HX AREA ENE, H Xo =0. 则 以 下 
命题 等 价 ; 
1° X E % Brown 运动 ; 
29 X REB ç b. H [Xx] =t G ë R); 
3° 对 Vo € R, Zr = exp fax, + dole € R.) X 9 B. 
证 1° 二 2° BEAR, Su 2° — 3°. 
固定 = € R, $ f(z,u) = exp [ios + loy], Wi) f; = ief, f; = 
1o f, ff, = —o? f. 在 伊 联 公式 (13.2) 中 令 M, = X,, V, = t, Xo = 0 
即 得 
t 
Ze = f(X,t 214 ia f ZedX,. (13.18) 
Ü 


由 习题 2.9 可 知 X 为 L? 8, RAX |Z] < exp (3o?5) 在 任 一 有 
限 区 间 有 界 ， 自 然 满足 条 件 (10.12), 由 定理 10.9 可 知 Z= NB. 

为 证 3° — 1", 注意 由 Z^ OBE, 对 s < t E E|ZP|Z;,] = Z3 
as., B X] vo £ R A 


E| exp [eX + jet) F,] = exp Lex. + Zas) a.S., 





两 边 除 以 exp {iaX, + 3o?t) (注意 它 是 F, 可 测 随机 变量 且 不 等 于 
9) 得 


Elexp{ia(X: — X4))17,] = exp Í - ja" -5) as 


Bl X, — X, 关于 Z, PARERA ES NO, t-a) 变量 的 特征 
HA, AE X, X, S Fa, BRAES N(0,£—5) 4r, Bim 
XX Z Brown 运动. 8 
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XT £f Brown 运动 , 554:25 4D Bb n] EA HE BH 8n T BEA id] E XE: 

定理 13.9 i X AdE y RA RE, H Xo —0. 则 以 下 
命题 等 价 ; 

1° X R d f£ $ Brown 运动 ; 

2° XR dim S 9k, H 


[X*, X7], = t (t€ Rr,ii —1,2, d); 


3? 对 Ya € RÜ, Z? = exp [io x+ loft) (te P.) AFE 
(其 中 (e, X.) 表示 IR" 中 内 积 。 lol 表示 R° 中 范 数 ). 

习题 3.1 利用 伊藤 公式 证 明 , €W 为 一 维 Brown Ea), X = 
exp{W — £/2)(t € R4), W| X 满足 以 下 方程 : 


t 
二 «f XdW, (a.s.,t € R4). 
Ü 


习题 3.2 i$ W 22 d B: Brown iE SH, Q 29 d x d EXERT 
BRE, M, = fo Qa dW, (t € R+), W| M 也 是 d & Brown 运动 . 

习题 3.3 Ú X 2 d HEXEEEIA E SER, EH Xo = 0, WJ X A d HE 
Brown 运动 的 必要 充分 条 件 是 : Xd Vf e Cen) (m^ 上 二 次 连续 可 
巩 ， 且 本 身 及 其 一 、 二 芥 偏 导数 均 为 有 界 的 沙 数 ) 


É 
Zi = f(X,) — i/ Af(X.)ds, t€ F. 


A9. 

习题 3.4 V; W 3 d 3 Brownjesh, + AAR FEN. $ 
W, = W, — W,, A = Z, +, (t € Ri), W| W 3X d $ Brown à 
3, HA F= Z, 独立 (jk BÚ Brown ie sb f 3 1 I EURO. 

Joc Bl, üt E eo Re BIB pk yE. 

定义 13.10 m 维 连 续 半 蒜 X = (X1,X2,... , X"), ERAH 
下 分 解 ， 


X = Xo + [ b(s)ds + f e(s) - dW,, (13.18) 
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R ih b = (b, bU) Xp m 维 可 测 适 应 过 程 ， 满 足 : ee n 
f |b(s)ds < œ as (MWA b e CL.UR"); = (ei) 
(1 < í < m,1 < j < d) 29 m x d jE HA TAE, 目 对 内 E R4, 
E le(s) ds < oo as (RHEA o € C, UR" @ IR?)), Xo A m Ë Fo 
相 测 随机 变量 ， WO; dE S Brown 运动 M X #K2 m SE BRE 
iu. 

38 (13.16) 用 分 量 形 式 写 出 来 ， 就 是 


Xi = xis f b: e+ fa (a)dWi 
(=1,2,..,m; te R,). (13.16/) 


应 用 仇 芯 公式 于 伊 芯 过 程 ， 便 有 

命题 13.11 R X Jy m PRIE (13.16), f = /(t,z=) € 
CUR, x 民 ")( 妈 定义 于 R, x R” FE. + t€ FR, 一 次 连续 可 
微 , 关于 z € IU — K E SERT pÉ BJ XE SE pq 3⁄0), JE E Y, — f(t, X0. t 
R}. 出 和 = {Ynt € Re) — HEP, FB. zy W xÇ: 


flt, X4) = f(0, Xo) + / (Lf)(s, X,)ds 


+ f (fto xo e) dW) a.s., t € Ra, 
o (13.17) 


其 中 Vf (ffe) 为 f IB, 


(Lf)(t,a) = (t,z) + Y b'(£)8, f (t, x) 


i=l 


十 二 LY est (£)8;0; f (t, x), 


2 s =} 
d ` a 
a* (t) = $ hoil), (53 = 1m), 
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即 矩 阵 a = og". 
证 将 (13.16) 增添 一 个 分 量 XDU = t, #& JS 2 RI D BR 2 XX 
(13.12), 得 


t T t . 
Js X) «10, X9) Í .fle Xs +” Í 10 xoax; 
$—1 


m t 
十 工 Y 8,8, f (s, X,)d| M^, M7], a.s., 
2 — Jo 
i,j—1 (13.18) 


其 中 
ü d z a H 
M; = ci(s)dW? i= f m). 
; Di id 了  (E=1,2, m) 


注意 到 (12.28) 式 ， 我 们 有 


d on . t 
[M*, M?], - Í ekoeitod = Í a) (s)ds 
(4,3 = 1,2,- , m), . (13.19) 
以 (13.16 及 (13.19) 代入 (13.18), 注意 到 定理 10.8 之 3°, 便 得 到 


(13.17) 3X. A 
对 M E Mio 我 们 记 


Mi = sup |M,|, t> 0. (13.20) 
Oa 


利用 仇 蕊 公式 ， 可 以 得 到 一 个 非常 有 用 的 估计 式 . 先 证 明 一 个 引 
Ri: 

3|38 13.12 1 A, B 为 两 个 可 积 连续 适应 增 过 程 ， 且 对 一 切 停 
时 T 8: EJA] < IE[B.], 则 对 一 切 qe (0, 1) 及 一 切 停 时 T 有 


glas] < S 二 到 [外 (13.21) 
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WE XF u > 0,4 c = inf[t > 06; B, > uh WQ o AR, B 
(B. < a} C (r < o). 因此 


P{A, > u, B, < u} < PilAno.zu) 
zu EJA] £ u !E[B, AS] 

<u Eju A B.] 

Xu E[B.lig,«]4 P(B. > uh, 


从 而 


P{Ar zu) P(A, È u, B, cu] + P(B. > u} 
< u ! EJB, lie, <u) + 2P[B. m u). 


HT 
o 
EJA] = f P{A, > ujqu* 'du 
0 
< 2f P{B, > wdut Í E|jB.1(n,..)]qu* ?du 
0 0 


= 2IE|B3] + EB, f qu9_2qu| 
B. 
4 


= 2E{BY — ; i; FIBI 
引 理 得 证 . 


下 面 基 重要 的 Burkholder-Davis-Gundy 不 等 式 ， 
定理 13.13 (BDG 不 等 式 ) 对 一 切 p > 0 存在 只 依赖 于 p 的 普 
适 常数 G。>0 及 Cb。>0 使 


OIE((MY?] < IE(MZ)'] < C,IE(MTI] (13.22) 


对 一 切 M € Mi. 及 一 切 停 时 7 成 立 (车 其 中 一 项 为 无 穷 ， 则 其 他 
项 为 无 穷 ). 
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证 先 设 p 之 2. 考虑 停止 过 程 ,不 纺 设 MS [M] R r 均 有 界 ( 否 
MELT An fÈ r, RER n — o0). 对 f(z) = lel? BAREEN M 
RR 

| M]? =p f [My |^! sgn( M,)dM, 
b 
«gn»-nf Mapa. 


其 中 sgn (z) 4 z > 0 时 为 1, 24 z < 0 BS —1. 因 右 边 第 一 项 期 户 
为 小 故 


EMP s ipt - De| Í` meam] 


< splp - BAY)? M] 


< zp(p - )UEMZ PPP UEM y" p. 


1 
a? 
A B EN MT, Hh ñ X (EUR (6.11) 
" poy p 
(M; n: < (sx) Elm 


< gi gs EUMD) "nap. 


pi FIRRA (EM, < 


+i /2 
C, = (G D) (13.23) 


即 得 (13.22) 右边 不 等 式 ， 为 证 左边 不 等 式 ， 令 
Nz f "MY?-?/"^4M,, t0. 
D 
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HD N Atge, H 
_ fine» 2 pane? 
[N]: f [afe a, = Stay. 
由 分 部 积分 公式 (13.13) 


M, |M) "2⁄4 = f Mad(| Mf? 9/5) + NÇ, 
ü 


IN. < 2M? [M fe? 
于 是 
E|[My/?] = ZEINI] = P EE[N2] 


< 2pIE[( M | M ](9- 22/7] 
< 2p EUM 2 P]? UE [M pe] ^v. 


两 边 同 时 除 以 《至 [[M]8 2?])1-2/p， 令 
C, = (2p) ?/*, (13.24) 
即 得 (13.22) 左边 不 等 式 . de p —2 时 ， 我 们 有 
+El[M),] < El(M22] < AE[M)]. 


既然 [M] 及 M* 为 连续 增 过 程 ， 应 用 引 理 13.12 可 以 证 明 (13.22) 
Xf p< 2 {BR 0 

特别 ， 我 们 有 以 下 推论 : 

推论 UE W 3 d 3E Brown iem, H Xj mx d ERIE nr iE py 
iE. AXİ vte FR. 有 


E| f ' ||. [ds] < oo, (13.25) 
Ü 
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(Min H c HR OQR) SEJE 213. $ M = 
fo H, dW, (t € R.), 则 对 p > 0 存在 C, > 0 E C, > 0, 使 对 
VT 08 


ë=|( Í vtae)" | < exuta, 


«c,e(( f mapas". (13.26) 


814， 随 机 微分 和 随机 时 刻 变 换 


在 随机 分 析 中 ， 随 机 积分 是 基本 的 概念 ， 随 机 微分 是 导出 的 概 
总 ， 本 节 主 要 按 伊 芯 清 [5] (tB uj £28 Ikeda-Watanabe[1]) 的 思想 ， 
系统 地 考察 连续 半 靳 的 随机 积分 , 并 得 到 关于 随机 袜 分 的 一 整套 公 
X. 
仿 假 定 概率 空间 (Q, 7, P, 3) 满足 通常 条 件 . 为 简洁 起 见 ， 在 本 
节 中 将 使 用 以 下 记号 : 
$9 = mug, 即 初 值 为 0 XE SER SEQ A (s 
A = V., 即 初 值 为 0 的 连续 有 限 变 其 过 程 全 体 ， A 为 其 中 连 
续 增 过 程 全 体 ; 
Q 为 连续 半 谣 全体， 并 为 局 部 有 界 可 料 过 程 全 体 . 
EH., WERDE, RERED., AQA H AXA 
上 的 交换 代数 ,但 电 对 乘法 不 封闭 ， 只 是 页 上 的 一 个 线性 空间 . 
此 外， 我 们 有 以 下 包 售 关系: 
MUACQCH. (14.1) 
3 X € Q, WJ X 可 唯一 地 表示 为 
X, = Xo + M, +W, t € R4, (14.2) 
其 中 Xo Zo 可 测 随机 变量 ， ME SR, V € A. 这 种 分 解 称 为 典 
型 分 解 . 
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定义 14.1 WE X,Y € Q. Erf Yst eR A 


X, — X, = Y, — Y, a.s., (14.3) 


则 称 X 与 了 有 相同 的 随机 微分 : dX = dY. 3: H ie 


t 
f dX, = X, — X, st € R. (14.4) 


8 


实际 上 ， 由 (143) 确定 了 Q 中 一 种 等 价 关系 ， dX RELS 
在 在 内 的 等 价 类 . 按 (14.4), 可 以 把 随机 微分 dX 看 成 一 个 随机 的 
K [8] p xc. 

一 切 随机 微分 构成 一 个 空间 : 


dQ = (dX; X e Q}, 


而 
dm = {dM; M c M} 


和 
dA= dV; V E A} 


为 其 子 空间 .在 do 中 定义 下 列 运算 ， 
1° 加 法 : XP X. Y € 9, 定义 


dX + dY = d(X + Y); (14.5) 


2° RE: 4 X, Y €Q, X= Xx + M +U, Y 2 Yo- N +V 39 
其 典型 分 解 ， 则 定义 


dX dY = d|M, N), (14.6) 


其 中 [M, N] 为 交互 变 差 过 程 (是 连续 有 限 变 差 过 程 ); 
3° HR: S Xe 9, HEH, Z= f H dX, 则 定义 


H.dX = aZ. (14.7) 
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由 分 部 积分 公式 (13.13) TAX X,Y e QUE 
dX .dY —d(XY) -X -dY —Y -dX. (14.8) 


定理 14.2 dQ X T E 3EJH2E, RER H 3R — Bun OE E 
的 变换 代数 ， 且 
dQ.-dQCdA, | dA-.dQ-—0, 
dQ -dQ -dQ = 0. (14.9) 
证 注意 对 M,N ceM, 有 [M, N] € A, h (14.6) 立刻 得 到 
(14.9) ELA SE iE us NASEHAT. HOH ABMS, dO 
关于 乘法 及 加 法 运算 构成 可 变换 环 . 由 随机 积分 性 质 不 难 推出 ， 对 
H.G€3 E X Y e Q# 
H.(dX +dY)= H.dX + H . dY, 
H -(dX - dY) = (H - aX). dY, 


(H +G)-dX = H-dX +G. dX, 
(HG).dX = H .. (G - dX), 


其 中 证 明 第 2 式 时 要 应 用 定理 12.9, 证 明 第 4 式 时 要 应 用 定理 10.8 
之 3 因此， 为 史上 的 交换 代数 ， a 
利用 随机 微分 记号 ， 伊 茧 公式 (13.10) 和 (13.12) 分 别 为 


(14.10) 


dX) = PX) dX + 31"(X) .dX dX, (14.11) 


d . 1 á ; ; 
df(X) = 2800 dX + z 2, 56/00 ax dx . (1412) 
它 和 通常 的 复合 函数 微分 公式 不 同 之 处 在 于 多 了 一 个 二 阶 项 . 
为 了 使 运算 和 通常 的 微分 法 则 一 致 ， 我 们 在 do 中 引进 第 四 种 
". 
4° 对 称 QE. XL X,Y c Q, 定义 


ini 


YodX =Y -dX + 54X dY. (14.13) 
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定理 14.3 dQ X T HE, eA ROXDEK Q RZP ER Q E 
的 交换 代数 . xpXYZeQom 


Xo(dY + dZ) = XodY + X ° dZ, 

(X -Y)odZ = X o dZ +Y odZ, 

X o (dY .dZ) = (Xo dY): dZ = X . (dY . dZ), 
(XY)odZ = X o (Y o dZ). 


(14.14) 


车 X = (X1,X2,... X4) € ot, Í e CIR"), bul JX) € Q, H 


d 
df(X) = 3 à. f(X) oax*. (14.15) 
1—1 
证 由 dX -dY XT X EY HIREA (参照 (146) 及 
(14.13) HA Y o dX XT Y 及 X Art. IESUS X c A x 
Ye AB, dX -dY = 0, kth (14.13) rp Ani X odY = X dY. 
因此 


X o (Y odZ) = X - {Y o dZ) + 2dX - (Y o dZ) 
1 
= X - (Y d£) + ZX - (dY -dZ) + 5dX (Y - 42) 
= (XY) -dZ + G4 XY)- 42 = (XY) o dZ, 


其 中 利用 了 (14.8) 及 dX -dY - dZ = 0. 类 似 地 可 以 证 明 其 他 . 
又 由 (1412) 及 (14.9) 


4 d 

ti i 1 ; 

2,8400 o dX* = > [oro dX + S d(8 f(X)) - dX ] 
d WISE | | 
ici ed 4 


= df(X), (14.16) 
得 证 (14.15). E 
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注意 在 (14.16) 的 推导 中 ， 利 用 了 


d 


d(8,f(X)) =F GSX) axi 
j-1 


d 
1 ; 
+5 $5 8,9,9,/(X) dX: dX" 


j k=l 


及 
dXi.dX*-dX' = 0, 
所 以 必须 假定 f e C3 un^). 
定义 14.4 it X,Y € Q, MEE Z c Q, fti dZ = Y o dX. 于 是 
Xp vt € Pt. 


t t 
f Y,odx, = f dZ, = Z, — Za (14.17) 
Ü 0 
唯一 确定 ， 称 为 了 XUTOX 的 对 称 随机 积分 . 
由 于 这 种 随机 积分 首先 由 Stratonovich[1] 和 Fisk[1] 引进 ， 所 以 


又 称 为 Stratonovich 积分 或 Fisk 积分 , 根据 (14.13), CAPER 
分 有 了 以 下 关系 : 


t t 
n Y,odX, = f Y, dX, + jM. N), (14.18) 
0 Ü 


其 中 M,N 分 别 为 X, Y 的 典型 分 解 中 的 局 部 鞍 部 分 ， 特 别 ， 当 X 
RY 5A Brown 运动 W 时 有 


t t 
1 
f W, o dW, =f W,- dW, + Š = Iw, (14.19) 
o o 2 3 


和 形式 上 由 分 部 积分 得 到 的 结果 一 致 . 应 用 对 称 微 积分 的 好 处 是 ， 
它 的 规则 和 通常 的 微 积分 一 致 ， 但 是 它 概 求 条 件 较 伊 芯 微 积分 严 
格 (被 积 过 程 为 半 鞠 ， 且 在 微分 公式 (14.15) 中 要 求 f 三 次 连续 可 
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fk). 且 在 这 种 意义 下 关于 L? SU BEBLER Zr ARGUS L? 3 (例如 参看 
(14.19)). 下 一 命题 表明 了 “对 称 ” 这 一 名 称 的 来 由 : 

命题 14.5 iX X,Y c Q. Wü» vr c m, 及 [0,7 之 分 割 序 列 
Ing), 24 S(p) 一 0 时 有 


t kn 
f Yo ax, = im DY EY DAE - Xa) 
j=1 
(COB 3 k 98) (14.20) 


(我 们 沿用 $12 的 记号 ). 
证 (14.20) 省 这 的 和 可 改写 成 


ks 


En 
. > Y (65 XG) - X05) 3 PRU Y(t 1)) 


x (X2) - X(t 1)). (14.21) 


# X € A Š n — oo 时 ， 第 一 个 和 a.s. rS T BREL Stieltjes 积分 
f; Y.dx,, 第 二 个 和 a.s. ic BF 0; E X e SR, 如 向 定理 13.1 一 样 ， 
RIüE 86 — 1 R1 fiks W aF BERGE AR f Y, dX。, 应 用 定理 12.6 可 
uESE — Tt R K SUE. HM, N], (其 中 M 为 Y 的 典型 分 解 中 的 
局 部 或 部 分 ，N = X & 9). 综合 上 述 结 果 即 有 (14.21) 依 概率 收 
SUE 


t t 
f x ax. + 3M N= f Y,odX, 1! 
ü 2 Ü 


现在 讨论 伊藤 过 程 (13.16') 的 随机 积分 
2 (i= 1,--- m). (14.22) 
XT Brown 运动 的 伊 芯 微 分 基本 公式 是 
I aw, | aw’ = ñi dt SUP (14.23) 
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因此 公式 (13.17) 化 为 


df (t, X) —O,f (t, X)dt + ya f(t, X)- dX: 


4=1 


m 
+5 Y aaf, X) dX: -ax? 


ij-l 
-(à.f + 》 ag ; g aað) (t, X) dt 
i-1 ij-l 

d "m 
+5 (Yas) (t, X) ` dw. (14.24) 

j=1 j=l 

因为 根据 (12.28) 式 有 

dX'.dX? 2aU.dt  (ij=1,--,m), (14.25) 


用 矩阵 记号 (14.23),(14.25) 及 (14.24) 分 别 写 为 


dW.(dW) —Idt (I 是 单位 矩阵 )， (14.237) 

dX .(dX)* = ogo! dt, (14.25^) 

df(t, X) = (Lf)(t, X): dt + (Vf(t, X), = - aW). (14.24!) 
于 面 讨论 随机 时 刻 变 换 问题 . 


W óc A Hdé:ttoo as. ( 即 严格 单调 递增 ). 对 vte RR, 
ó = imf[s; ó, > t), 
则 e! Ay Z 83k, H 
$s =inf{t; gr >s}, | Yse R}. 
BD Vs t E R, 有 
léz <s] = ES gal € Fa ` 
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& (6; te IR) 为 一 族 递 增 的 各 停 时 ， 令 
F=f (tem (14.26) 


U= {Fn te R} A Z, 之 一 族 子 o- WU, AUGE, SUE 
通常 条 件 ， DL T An P DER. M,A A Q. H 分别 表示 关于 
$ 的 相应 过 程 类 ， 则 2 l cA. (6 s € R.) 为 一 族 递 增 的 言 停 
时 ， 且 有 

Fa =F, (sem) (14.27) 


EN 14.0 Wb X Wp S ÍÍBHEXIE, $ 
X. =X (t€, (14.28) 


mx 为 TEWE, BATE X{ 经 过 办 的 随机 时 刻 变换 ， 记 
3: X =T X. 

引 理 14.7 1° z€ T => p ET, 

2° TM = 9t, T^A = À, TIQ = Q, TH = $i. 

证 1° dkocT,Hj»vtc1mR, 有 


($e < t] 2 le < & | E Fia = Fa, 


# BoE 反之, W ae T, Wx Vse R, 有 
le < š] = [po € %,] £ 25, = Fas 


üloccT. 

29 # X c mt WEE $ BI T. T oo a.s. 使 对 Yn € IN, X ™ 为 
TRES G k, Ini FA d. T oo as, HX" = X7. 由 定 
35 6.10 可 知 X^ Xpkdb S Sh, TJ X e 9L. CZ, di TX e SH 
也 可 推出 X em, 此 外 显然 有 X c A, => TX € AL, 因此 
XcA«c— Te X c À. 其 余 证 明 都 是 直接 的 ， 8 
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定理 14.8 có € A, H é, tf oo a.s., T^ 9j H (14.26) 及 (14.28) 
所 和 确定 的 随机 时 刻 变 搞 , 对 X eg, 4 T*(dX) = d(T*X), WJ T$ 
为 由 天 上 的 交换 代数 do 到 H 上 的 交换 代数 do WEARS, H 
关于 对 称 Q sein ROS 


T*(X odY) = (T? X) o T"(dY ). (14.29) 


证 显然 dX = dY —»d(TéX) = d(T^Y), H4 M, N e n Bj 

有 
[r$ M, TŠ N] = T?[M,N] 

{因为 由 定理 125, [DÉM,T^N] 是 在 À 中 使 (T^MY(T*N) — 
['^M,T^N| e 9i 的 唯一 过 程 , 既然 THIM,N] c A, B 
(T? M)(T?N)—T*[M, N] = T*(MN—[M, N]) € M, FLA T*[M, N] 
= [T^ M, T*N]). 

ÉE M c9, HEH dig 211, X = f H . aM 为 mrs 
下 式 的 唯一 元 素 : Xp Vit e R. VN 8 9 # 


[X, N), = [ nan, n a.s., 
o 
利用 刚才 证 明 的 结果 ， 对 上 式 进 行 变换 T, 可 知 
T$X = / (T? H) - d(T*^M). (14.30) 


由 于 de 中 各 种 运算 是 用 加 法 、 了 下 机 积分 及 平方 变 状 来 定义 ， 因 而 
T? 为 dQ 到 dÓ HAARP. 1 

下 面 的 定理 是 随机 时 刻 变换 的 一 个 重要 应 用 . 它 说 明 在 某 些 条 
件 下 ， 选 择 适 当 的 “随机 时 钟 ", 一 个 连续 局 部 鞠 可 以 看 作 是 Brown 
运动 . 

定理 14.9 设 M eM, H [M], ft oo as, $ 


Z= Ju Me Mz (t€ Ry), (14.31) 
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Wy M = (M, t € R,) 为 8 Brown 运动 . 
证 46 = Ml, WM M — T^M. 由 引 理 14.7 BJ, M e 9L. di 
定理 14.8 MUE HE RT AL, 


[8], = [T° M) = (T* |M) = M] = t. 


故 由 Brown 运动 的 蒜 刻 画 定 理 13.2, M JE $ Brown 运动 ， 
E [M] to as. (SD PER US) 时 ， 仍 有 上 述 结果 ， 因 为 
此 时 由 
= inf{s; [M], > t) (14.32) 
定义 的 z, A [M], 的 右 连 续 道 ， 和 定理 14.9 唯一 不 同 之 处 是 要 证 明 
M, = M, 为 连续 .为 此 ， 只 须 证 明 对 任意 固定 的 s < 与 除开 一 
零 概 率 集 合 外 有 


(MI = [Ms} C £M, = M,, Vu € [s,t]). (14.33) 
4 
o = inf(u > s; [M], > [M],], 


Uo AFER. 令 
N, = Montar) — Me, Fr = Fonfatr)i 
则 NOS SEM, H 
[N] = [M]; y Q [M], 20 (vr € R), 


TÉ N = 0, 即 Morir) = M,(Vr € It.) as., 这 就 证 明了 (14.33). 
815. 指数 或 和 Girsanov 定理 


作为 伊 芯 公式 的 重要 应 用 ， 首 先 我 们 推广 关于 Brown 运动 的 
靳 刻画 定理 (定理 13.8) S] — Ar XE SË y BB 80166: 
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定理 15.1 É M 为 连续 适应 过 程 。， Mo = 0; U 为 连续 增 过 
程 。 则 以 下 命题 等 价 : 

1° M X ABE, B [M| = U; 

2° 对 Ya € R, ZP = exp fam - jeu] XS. 着 上 述 条 
件 满足 ， 则 Zo 为 上 蒜 ， 当 且 仅 当 对 VE C Ry, IE[ZP] 一 1 时 Zo 为 
e. 

证 1 一 2° 任意 固定 ee R, i f(z,9) = exp [ez - iov], 
R f; = of, f, =f, fe = —3o2 f. 由 伊 联 公 式 (13.2) (写成 微分 
形式 ) 


a? a? 
dZ? = aZ dM: — 7 Ze dU. + + ZE d| M). 
= aZ, dM, 
Ak Z^ 为 连续 局 部 鞭 . 
2 — 1? 考虑 停 时 列 ， mm = inf[6; [M] V U, > nine N) 及 


停止 过 程 , TARM 及 U 有 界 且 Z^ AS 于 是 对 s<t 及 Fe 天 
有 


J = fam, - S p, ap - J so (on — uap, 
在 积分 号 下 对 a 微分 两 次 ， 令 a=0 得 


J ean = f MidP (15.1) 
F F 


f (M2 — U,)dP = f (M? — U,)dP, (15.2) 
F F 


于 是 M 及 M? U AXES, PR [M] AIE M? — [M] X 36 E BL 05 
唯一 连续 增 过 程 ， 故 [M] = U. 


"134. 


当 上 述 条 件 满足 时 ， Ze = exp {aa4 -3o2[Ml:} 为 非 负 局 部 
Wt. Wt (74) 为 其 局 部 化 停 时 列 ， 对 。 < 上 有 


(Z°) = E (Z°) 





万 | a.-s., Vn € IN, 


在 上 式 中 令 n — oo, 由 Fatou 引 理 得 
Z? > EIZFIF)] — as, 


大 Z^» EE. W Ze = 1, 35 H 4 EZ] = 1 时 Ze A. m 

FBURIH JE Se SE TECH SE INCHES RR Sp ER. 设 (0,7, P) X 
ARARE, g= {F t € RU) 为 满足 通常 条 件 的 子 o- 代数 
H. A Q 3 (0.2) EAM P 等 价 的 概率 测度 (E P < Q, Q = P), 
则 (0, Z,Q) (529 S6 ER RID, $S X-+ Q PW E il dp. 不 足 
道 集 、 可 选 及 可 料 o- 代数 关于 P HI Q REH $ 

_ dQ 
Mo — dP zx 

M AAI $8 ERE (|M. |Z]. t e R.) WREE DEM 
6.9, x Ex EBITERFCI.É 


(15.3) 


] Map= | sap = oc. 


因此 


dQ 
M, = P |x. a.s.[P ~ Q]. (15.4) 


我 们 有 以 下 简单 结果 : 

命题 15.2 设计 为 一 适应 过 程 。 则 当 且 仅 当 XM 为 POSSE) 
Bat X 为 QU) Wr. 

证 ER s <t F e Z, iERSI (15.4) (TER + = t), 5 B iX 
当 X,M, 关于 P 可 积 时 X, %+ Q RIP, H 


f XidQ = f X, MdP; (15.5) 
F F 


(35: 


间 样 地 有 
f X,dQ = f X,M,dP; (15.6) 
F F 


比较 (15.5) Æ (15.6) 式 , MA4 HR XM JS P Bf X 2 QUE 
注意 到 X 的 局 部 化 个 时 列 也 是 XM 的 局 部 化 停 时 列 ， 赦 上 述 结 论 
关于 局 部 款 仍 成 谤 ， a 

在 概率 测度 作 绝对 连续 替换 下 随机 积分 前 变化 问题 是 一 个 既 
有 深刻 理论 意义 又 有 实际 应 用 价值 的 问题 (例如 ， 在 随机 系统 的 控 
制 和 姜 波 问题 中 构造 “新 息 过 程 ", 在 讨论 Brown 2a POR ERI 
变 分 以 求 随机 方程 的 弱 解 时 ， 都 要 用 到 这 种 变换 ]， 早 在 1944 年 
Cameron 和 Martin[1] 就 得 到 了 这 方面 的 第 一 个 结果 ， 但 他 们 讨论 
的 是 Wiener 积分 ， 即 被 积 函 数 是 决定 性 的 ， 1960 E, Girsanov[!] 
Wie 94 EI, 得 到 了 著名 的 Girsanov 定理 . 下 面 的 定理 是 
Van Schuppen 和 Wong[1] 的 推广 形式 ， 即 从 Brown 运动 推广 到 了 
一 般 的 连续 局 部 名 ， 

定理 15.3 W M 为 连续 局 部 蒜 ， 且 


Z = exp {Mi — ZM}, tE R, (15.7) 
为 一 至 可 积 正 蒜 ， 令 
Qz f Z. dP. 
di N 为 连续 P 局 部 蒜 ， 则 
Ñ, = Ni- [N, M], t€ R. (15.8) 
为 连续 Q RR, H 
[N] = [N], teR, (15.9) 
其 中 [N 表示 在 测度 Q 下 的 平方 变 差 过 程 . 
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证 由 定理 15.1, 只 要 证 对 Vo € R 
"n. 
Y? = exp (eÑ, 一 ZI) 


为 连续 RRB 为 此 ， 根 据 命题 15.2 只 要 证 了 “2 为 连续 P Je) 
WE. 但 


a 1 a? 
Y, Z: = exp Í M, — 21M]; + eN, — a[N, M], — NI) 


1 
= exp { (Mi + eN.) — 5[M + aN), J, t £ IR, 


由 于 M += N 为 连续 PP RARR, HEM 15.1 WA Yez 为 连续 P 
HWE, EAH. = 

特别 ， 若 W 为 一 维 Brown 运动 ， H e cha MJ M = f H - dW 
33823 sak. H [M], = J H2ds. 车 令 N = W, 则 由 定理 12.9 得 
LM, N], = fo Hads, 于 是 有 以 下 Girsanov 定理 ， 

定理 15.4(Giranov) W W = {W, 0 < z < T} 为 Brown 1 
zh, H-(H,0ztzT)obnu Wish bhi. Bn 


T 
f H? ds < oo a.8.. (15.10) 
o 
对 te [0, T], $ 
Z,(H) = exp { f H,dW, — f H2ds|, (15.11) 
D Ü 
BEE - 
E|Zz(H)] = 1. (15.12) 


4 Qz[fZr(HMP, K. 
E i 
W, = W. -f Hds  (0ct«T), (15.13) 
ü 
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Rij W A Q Brown 运动 . 

证 由 定理 15.1 可 知 (Z(H)O0ztczT)AxXIEEB, d 
Z(H) = 1 及 E[Zr(H)| = 1 Tat- ATHER, FERRE 
理 15.3, W 为 连续 Q amu, H (Wi, = [W], = t. 根据 Brown 运 
动 的 蒜 肇 画 定理 13.8, W 为 Q Brown jSz. 4 

上 述 两 个 定理 前 多 维 情形 证 明 是 一 样 葛 ， 氢 述 如 下 ; 

定理 15.5 在 定理 15.3 AF, E N = {Ni,N?,…,N4} 为 
d 维 连 续 P EHE, $ 


Ät = Ni C [NIM] (=1,...,d), 
则 N = (N',N?,.., N?) 为 d fie Q IS pK, HINTS = 
[N*] G  1,--- ,4). 
定理 15.6 Ut W = {W}, W] Xj [0, T] EAT d £& Brown 运 
4 H={H', H°} XN [0,7] x Q Eñ d Sar Bls y ha, WE 


T 
f |H,|*ds < co a.s.. (15.14) 
0 
X te Dp, T], + 
Ł 1 t 
= n dW,) — = Al ds, ， 
Z(H) {f (H ) a } (15.15) 
假定 E|Zr(H)) =1.2 QejfZr(H)dP 及 
W, = W, — f H ds, (15.16) 
MUJ W 3X; d HE Q Brown 运动 . 
从 上 述 讨论 可 知 ， 研 究 指 数 鞍 (15.7) 或 (15.11) 一 致 可 积 性 的 


充分 条 件 是 很 重要 的 , 这 方面 的 一 个 著名 结果 是 1972 年 Novikov[1] 
得 到 的 : 
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定理 15.7(Novikov) 设 M Jgiksk RAT, H 
Z, = exp M. - Ml: J, të Ry 


车 对 vt e R, 有 
E exp (zl) | < DO, 


则 Z AERAR, JEH Vt € R, 有 E[Z,) = 1. 
证 这 里 我 们 采用 严 加 安 [1.2] 的 简化 证 明 ， 令 


Y, = ex {351ML}, tc My, 


2 
Zr = exp (aM: - EMi} x € R, t€ Ry. 


34 0 <a < 1 PF) 


ze = exp fam E su), + su a) (My) 





TEX F eF BRAF T, 由 Holder 不 等 式 有 


ELZ] < (EE[Z,))“(E[1 Y). 


(15.17) 


(15.18) 


(15.19) 


由 条 件 (15.17), 对 任意 T > 0, 停止 过 程 Y” 为 可 积 增 过 程 ， 因 而 
为 D RAE (定理 6.13). 既然 Z 为 非 负 上 扫 {定理 15.1), EZ} < 
更 [2o] = 1, 由 (15.19) 可 知 停止 过 程 (Z9)7 为 D 类 过 程 ， 从 而 


1 = E.|Zz] < (EE|Zr))“*(E[Yr])" 7. 


(15.20) 


ELE PS a t1, #1 < E[Z+), 但 E[Z+] € JE[Zo] = 1, 8# 


E|Z+r)= 1. zEPEWESE. E 


-139- 


推论 在 定理 15.4 (BR 15.6) 的 情况 下 ， 若 
IE | exp G f |B.J2ds)| < 00, (15.21) 
0 


WI ElZr(H)] = 3, 因而 (Z(H), 0 <t € T) 06 — u ER. 
特别 ， 若 存在 常数 c 使 sup,er|H.| < c as, 则 (15.21) 总 满 
在 定理 15.7 的 证 明 中 略 加 改变 ，Kazamaki[1] 证 明了 更 强 的 结 
果 : 条 件 (15.17) 可 减弱 为 


EE | exp (224)] « oo. (15.22) 
对 Novikov 准则 的 改进 还 可 参看 严 加 安 [1]. 
习题 3.5 iE W 为 一 维 Brown 运动 ，7 为 停 时 , 满足 Ele?) < 


OO, 求证 : Elew"--"/2] = 1. 
习题 3.6 在 定理 15.4 情况 下 ， 若 36 > 使 


sup Z[exp(4H2)] < oo, (15.23) 
ET 


W J[Zr(H)j = 1. 
(提示 : 利用 Jensen 不 等 式 


exp G; f Hids) — exp (+ 三 DH: ds) 
«s (we 


CT < 2á 时 即 有 (15.21). 24 T 26 时 ， 可 将 [0; 了 分 为 若干 其 长 
度 不 超过 26 的 区 间 来 考虑 ). 
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816. LESER BESEIBESLEL TS 


ATH ERG ENUS Fl E SIUE E SE pr i BJ XT Fo SE Bi ñu bB 
机 积分 表示 问题 . 

设 概率 空间 (LF, P.S) 满足 通常 条 件 ， 我 们 知道 ， 若 下 为 六 
Brown 23), H c H?., 则 随机 积分 M = f H- dW 为 连续 L^ 8t. 
# H e Ch. M| M e. B oF EZEN 





[M] = J Hids teéh,. 


下 面 定理 是 它 的 道 命题， 
定理 16.1 d M 为 4 维 连 续 局 部 就 ， Mo = 0, HIE d x d XB 
阵 值 过 程 H = (Hi) e £? (R @ IR), 对 We dg 


det[H (£)] 天 0 8.8. (16.1) 
以 及 
- a t 
[M M?], = f P {s)ds a.s. (i j = 1 ,d), (16.2) 
Ü 
HP $ = H H°, NTE d BË Brown i53] W 使 
i 
M. = / H,.dW, as, te R.. (16.3) 


证 利用 适当 的 局 部 化 停 时 列 ， 不 妨 设 M 为 连续 LL RR HG 
72 UR" @ IR). 同时 ， 不 妨 限 制 于 有 限 区 间 [o, T], 此 时 M em. 
设 Hi X H ZuÉSBER {由 条 件 (16.1), 它 as. XE X). XE n 6 IN 
ÉKüjc-il2,e,d4 


areas { en 车 macy I$)! < n, 


其 他 情况 ， 


则 HC) = (Hit, whens 为 RIOR (iUt AY EER, H 
24 n — oo 时 有 


t . 
f EEMS, H — r||2Jd s — 0, — ter. (16.4) 
Ü 


t 
wn Í Hf.4M, neN,t<T, (16.8) 
G 
则 W, € m, H (16.2) 及 定理 12.9 (878 (12.28)) 
t 
Wi, Wl, = f (HC) q H Y ds a.s., 
Ü 
t<T ne N (¿j=1,2,... , d). (16.6) 


由 随机 积分 等 距 性 质 ， (164) 蕴含 当 m — co 时 ， Wa 在 WM 中 
EATA W, H dH (16.6) 及 习题 2.10 可 知 


[Wi Wi] 265t as, EST, ij=1,2,-... d. 


由 定理 13.9, W 为 d 维 Brown 运动 ， 此外， 由 (16.5) 可 知 


t t 
f H, . dW,.(s) = f (H H(?)), dM, 
0 Ü 


= [19 aw, (16.7) 
Ü 
其 中 
(ni 2] $9 著 max, (HT H(t, w) < n, 
(P) w) | 0, 其 他 情况 . 


在 (16.7) Fẹ n 一 oo, 由 随机 积分 算 子 IP 的 闭 性 (参看 定理 9.7) 
得 (16.3) 式 、 u 
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在 应 用 中 瑟 常 为 m xz 矩阵 ， 因 而 条 件 (16.1) 不 能 满足 ， 为 
此 我 们 要 将 概率 空间 予以 拓 广 . 
定义 16.2 称 概率 空间 (0, Z 已 S) 为 概率 空间 (Q. Z, P.S) 的 
Hn. 如 果 存 在 映 象 
":0-—tl 
为 F/F 可 测 ， 且 满足 : 
1° £ om (A, Vt € Ru 
2° P = Pom 
3° Xj vt € L'*(Q, F, P), Vt e IR. 有 
EEDA] = EEF ono) a.s. P, (16.8) 


其 中 E 表示 关于 Ë 的 积分 ， 
例 3.1 设 (N, F, P, g) 为 一 概率 空间 ， (Q7 P) 为 另 一 概率 
zd. 4 
Q-2Q0xQ,F-FxF,P-2PxP', 
cXOSIONBEE, FA F 之 任 一 满足 条 件 ， 
AZx72542Z£25x(0,9, vteR, 


的 子 oc 代数 流 ， 容 易 验 证 ， (O.F, P3) 是 空间 (0, Z, P,9) 的 拓 
J^. 这 种 拓 广 称 为 标准 拓 广 . 
注 车 (人, 下, 户 ,前 为 (Q7, PS) BAN, TA $ EBI, MUH 

F) = (mG) EL 7 Ju S Bib. 这 是 因为 对 We R. 有 

[5; 7(£) < t] = [G;r(z@) x t] 

= nwit (w) < 3] € z 1(Z,) c Z,. 
车 M OX S3, Hur M.(G) = M.(zG) 定义 的 过 程 M 3 $3. 这 是 
因为 对 < 上 有 


EMG) F] = EMi 
= E[MZ.](vo) = M,(zG) 
= MG) a.s.P. 
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因此 , EOM ANAE MRN, WM RON 为 连续 千 局 部 团 ， 
HX} vt e F. 有 


(M, NT) = (M, Nh (n) a.s. P. (16.9) 


事实 上 ， 因 为 MN - [M,N] AERAR, dt MN — [M.N] 为 
连续 S$ AR, JH EN 12.5, [M,N] 为 使 MEN. — |M, N] 为 连续 
$ ARRE F AVERAR, it (M, N] = [M,N], 此 
Bp (16.9) 式 . 

+E, (0,7,P,8) 鞭 、 局 部 蒜 等 等 均 可 自然 地 看 作 (ñ, Z, P.) 
B, AHR. 

定理 16.3 设 概率 空间 (0,7, P.G) WARR M Ym 
维 连续 S BER, Mo = 0， 有 存在 一 m x d 短 降 值 过 程 H e 
£LUR'^ @ IR^), 满足 


i 
[M*, M], = / PH (s)ds as, të FR. 
Ü 
(ij =1,2,-.. ,m), (16.10) 


Ht d = HH", WEE (0,7, PO 的 一 个 拓 广 (0, 天, P,3) 及 其 
LH) dE $ Brown 运动 W, 使 


t 
M, = / H, - dW, a.s. t€ R. (16.11) 
0 


这 里 M 及 H 均 自然 地 看 作 (Q, Z, P,8) 上 的 过 程 ， 

证 Hob. 不妨 设 m = df 否则 可 以 在 Hom M 中 增添 一 些 堆 
元 素 作 为 分 量 ). 由 于 对 -- 切 s 及 wB w) 为 对 称 非 负 定 ， 故 存在 
唯一 对 称 非 负 定 平方 根 更 172(s,o), B. &1⁄2 c c2 (要 -的 IR). 不 失 
一 般 性 ， 可 以 假定 H = 97 (在 一 般 情况 下 ， 存 在 正 交 矩阵 值 可 
测 适 应 过 程 Q, 使 BU?— HQ. 如 果 已 经 证 明 存 在 Brown 运动 W, 
使 M = [ 4172. aW, 则 可 令 W = f Q* - dW, 由 习题 3.2, W 仍 为 
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Brown 83, H f H-dW = f pQ dW = f #1⁄2. dW = 好 ,于 
是 定理 得 证 ). 
对 uc R, E 


H(u) = lim H (u)($(u) eI) *, 


Erlu) = H(u)H(u) = H(u)H (u), (16.12) 
En{u) 三 了 一 Erlu), 


则 Eg(u) 为 到 P(u) 的 值 域 (OUR (— RKK, etar 
d HRES HEX. H 


Ex(u)H(u) = H(u) Ey(u) = 0. (16.13) 


EW 为 任 一 概率 空间 (V, 2. PS) 上 的 d 维 Brown 运动 ， 


&üzüxQ, F< Fx Z, P= Px P, E, = Z, x Zt (t ë I.). 
m (0, 7, P,3) AF PE KEER E M 和 WwW 均 可 看 成 
这 个 拓 广 空间 上 的 连续 局 部 蒜 (我 们 均 略 去 符号 ”~ n), E 


[Mi WP), = 0, (ij —1,2,---.d) (16.14) 


| [M*, M3), — fi 97 (s)ds, 
[W Ww", = sist, 


to t 
w= J H(s) dM, En(8) - dW], 
t f (s) +f N (s) (16.15) 
则 由 (16.14) 有 
[W?, Wi], = f HoH yids + Í ' Eti (s)ds 


t D. t -- 
=f Ej(s)yds + f E (s)ds = ójt, 
0 0 
tc IR, = 1,2,.-- ,d) 
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INJ W A d BE $ Brown 运动 . 注意 到 (16.12) 及 (16.13), 我 们 有 
[Í =o aw, = [ arse) - dM, + [armo . dW: 
0 o ü 
-f Eg(s)- dM, = fa- Esx(s)) - dM, 
Ü D 


i 
=m- f Ex(s) - dM,, te R,. 
0 
车 记 X: = f) EN(s) ` dM,, 则 对 i= 1,2,-… ,有 
` t 2. 
[X], = f (ExyPEw)ds-0, t€ Ri 
D 


因而 X =0, 得 证 定理 . E 

上 述 随 机 积分 表现 问题 , 是 需要 构造 Brown 运动 . 车 已 给 Brown 
运动 W, 要 使 连续 局 部 靳 表示 成 为 菜 个 过 程 关于 W 的 随机 积分 ， 
此 时 必须 此 局 部 对 适应 于 W 所 生成 的 自然 o- 代数 流 . 

为 使 记号 简单 起 见 , 我 们 讨论 一 维 Brown 运动 . 以 ”= (F, 
t€ Ri} 表示 由 一 维 Brown 运动 W 所 生成 的 自然 o- 代数 流 ， 由 
定理 1.8 可 知 ， 此 o- 代数 流 是 连续 的 . 

定理 16.4 RM 为 (局 部 LF’ QH Mo —0. 则 存在 唯一 
HF TEIR H E HR (ERa) X YE E RON 


t 

Mi =f H,dW, a.s.. (16.16) 
D 

证 只 须 证 P hi E, H AS 5) 8 J 8 BE X BI [o7], GEI 

M € 9. BEP 9.5, 存在 唯一 F TENIR H c 22, RSW 
BEX F” Pt N com, 使 


t 
M= f H,dW, + N, a.s., Vt € [0, 1]. (16.17) 
0 
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由 于 Rg Uw) 为 8 之 稳定 子 空 间 {习题 23), 且 因 有 界 蒜 全 体 
在 D PAR, WUE Rg Ow) = 0 CFE N = 0), FUSEUES: 和 
Rg(/w) 强 正 交 的 任 一 零 初 值 有 界 了 ” 持 必 为 不 足 道 过 程 . 

Ë W| < K, KNEE, B N Li Rg (Iw). > 

Z =1+NMNM/2K, 0<t<T, 

Mj Z, > 1⁄2, B E(Z]- 1. 在 ZZ 上 定义 另 一 概率 测度 Q = 
Jf ZrdP. EX NLILW, W NW PÈ, Dm ZW = W + NW/2K 
JR P. HE 15.2, W 为 Q B. 

同 理 ， 因 为 W2 — + = 2 ft W,dW,, ii J W -dWALN, i (W2 — 
t, t € [0,T])) 为 Q SR. 根据 定理 13.8, W 为 Q Brown 运动 .根据 
Brown 运动 有 限 维 分 布 的 确定 性 , SR P n Q 在 FF 上 重合 ， 即 
Zr=1 as, FE Z=1 N =0. E 

推论 1 8" mp L2 蒜 均 为 连续 局 部 蒜 ， 

推论 2 设 了 > O, ¿€ € Za(Q,Fr P) MEEF WRIA 
H-(H,0xtzT)pWE 


T 
mlf H?ds| < oo 
Ü 


T 
¿=m + f maw, (16.18) 


(T nf ELA] +oo) 

Brown 运动 的 这 种 性 质 称 为 TRHAT. 下 面 我 们 将 用 随机 
重 积分 的 形式 来 表示 指数 蒜 ， 并 讨论 Brown 运动 平方 可 积 泛 消 空 
间 的 Wiener 混沌 (chaos) 分 解 (参看 Wiener[2] 和 It6[4]). 

定理 10.5 W M e Mpa MI} Ya € R, te R} 有 


Z? = exp [on - =n.) 


on t Ín tz 
= 5 a^ f f tt f dMi, dMi, ttt dM, a.s 
D Ju 0 


n-ü (16.19) 


证 从 上 节 定 理 15.1 可 知 ， Ze emg 令 


H, (z, y) = Z exp [os - Suy n € No, (16.20) 


则 H,(z,y) 为 关于 2 K y ZS st. B 


o? oo or 
exp los — =s) = M ap BERG). (16.21) 
n-—íü 


对 (16.21) 两 边 微分 (对 = ZK, H y 一 次 ), 比较 系数 可 得 


8 
5, Hr, y) = nH, az, y) (n — 1,2,::.), 


gZ 
a2 Hn y) = n(n — 1)H, »(z,y) (n 22,3, -.), 


a n-— 
aa = -PEED a, aa) 23 ), 
由 此 可 知 
2 
(5, T 22) Has y) = 0 (n = 2,3,-.-). (16.22) 


根据 伊 茧 公式 ， 对 We 好 ,有 
Ha (Ms, IM]) = H, (0,0) + f Lu uM, 
Aè a, Hn (0., [MAM +; Í > az E, (M,, |M] AAM], 


= af Hy: (M, [M],)4 M, a.s. (n = 2,3,...), 
0 (16.23) 


AHAH n > 2 BF H,(0,0) = 0. fE Ho = 1, Hi(z,y) = z, XE n 进行 
归纳 ， 可 得 随机 重 积 分 : 


tz 
Hn (Mu, Mj) =n! 人 Tig f amans aM, as. 


0 
(n =1,2,..-). (16.24) 
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HT 0 < h < to < ta < t, FFERMWR GXH, H 
H,(M,,[M|,) A EARM. FC (16.21) 即 得 (16.19). 8 
注意 ， 凶 项 式 Haiz, y) 和 Hermite $M R: 


hn (z) = (re? E (en), n € INo (16.25) 
有 如 下 关系 : 
a (z) = H,(z, 1) 
[ H(z, y} = y" halaf /g), n € IN p. (16.26) 


特别 ， Ho(zy)-—1, Hi(zy)-— z, Ho(m y) = z? — y, Ha(z,y) = 
23 3zy, Hals, y) = z! — 6z22y 二 39 这样， 我 们 就 构造 了 一 系 
71 ff xk S e RE Wh 


H,(M,,[M].,) = Mi, 

Ha(Mi, [M] = M? — [M, 
Hs(M,,[M],) = M? — 3M,[M),, 

Ha(Mi, [M] = Mí — 6 M2[M),  3[M]Z, 


习题 3.7 利用 HM [M] A ERR, UEBER XA: 
E(M#) < 36E([M];). (16.27) 
特别 ， 考 虑 区 间 IO, T] 上 的 一 维 Brown 运动 W 及 非 随机 画 数 
f € L"|o,T]. Æ (16.19) 中 取 M, = h AAW, 0 < t< T, WJ M 为 
EREATARA, H [M), = fo f(s)2 ds. 取 a = 1,8 
t 1 t 
zy exo | eaw - 5 f yas) 
ao t tn ta 
= 二 / Í v. (f f(t)dw,, ) £ (tə)dW,, . f(t) dW 


-Dff Fs) f@.)dWi se dWi, as. 
m Oct «tut (16.28) 
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4 An = {ft ta) € IR: 0 < t, < --: < tx ct) n HRS 
Jë, À" 为 n 维 Lebesgue 测度 E e, € D(A, A") (n € N), 对 
t € [0, T] 定义 : 


Jelon) = f E Fi oa dW, (16.29) 
由 随机 积分 的 等 距 性 质 突 易 验证 ; 


EIR Goss) = io | Panda", OSET 


lon, Pn € LARA"), nm € N). (16.30) 


于 是 Jp 是 由 (ARA) 到 O, Fr, P) 的 一 个 闭 子 空间 G, 
的 Hilbert HRR, H4 no mH, G, 与 Gm EX. MERE 
Bj. 

定理 16.6 Ub T > 0, 则 Hibert 空间 LO, Fr, P) 存在 如 下 正 
交 分 解 ( 称 为 Wiener 混沌 分 解 ): 


N, Tp P) = Go. (16.31) 
n=0 

其 中 Go 为 常数 所 构成 的 子 空间 ， Ga = Rg (J7) 为 由 (16.29) 所 定 
义 的 映 象 Jp 的 值 域 . 

特别 (16.28) 中 的 级 数 为 DP kak. BIZ) 0 <t<T) 及 由 
(16.29) 所 定义 的 (JP (eu), 0 < t € T) (n € IN, pa € FE2(A2 An)) 
HAFTA 58. 

证 U»clL(07.,P) B nLG, 对 Vn € No 成 立 ， 在 
(16.29) 中 选取 o, 为 适当 的 阶梯 函数 ， 可 证 对 任意 ”及 任意 时 刻 
tta, ute |0, T] £ 


E[W,,::-,W4] = 0 a.s-, (16.32) 
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由 于 了 X FY A, KEE Borel BRE f & BURT) 及 (ts) C 
[0, T] 使 
9g — f(Wa,--- Wy) a.S., 
在 (16.32) P$ n — œ, HFEA TATTER, kA F O, 因 
而 
n= E[W,,, ,Wi = 0 a.s., 

这 就 证 明了 (16.31) 式 ， 其 余 结 论 都 是 明显 的 . ag 

$1 上 上述 结果 对 VT > 0 均 成 立 ， 回 忆 s” 3-3 n] RAUS =E JE] 
ALOOF, P) 的 同 构 关系 ， 我 们 重新 得 到 了 Brown 运动 的 可 料 
表示 性 . 

注 2 如 果 定 义 (L2(AT, Xe), n € No} 的 无 穷 直 和 : 


r= @ EG (16.33) 


n=0 — 


其 中 适当 定义 内 积 , 由 (16.30) 可 知 T 和 P7 (0, FY, P) JS. L2(An, 
A") 相当 于 L?[0,T] 的 = 重 对 称 张 量 积 ， 工 称 为 对 称 Fork 空间 
(参看 Reed-Simon[1]). 

习题 3.8 利用 (16.24),(16.26) 及 Hermite 多 项 式 的 正 交 性 质证 
HH: 


EIP = >= (f. iras)", (16.34) 
其 中 Phys) = (3) f(tn), 因而 有 
llZ Cl sq; = exp (07122 ]- (16.35) 
GER: fi f(s)dW, ~ N(0, fo f(s)ds), 而 Hermite 多 项 式 满足 : 
m(z)e * 2da = &, unl). (16.36) 
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§17， 局 部 时 和 Tanaka Z z 


伊 划 公式 要 求 函 数 f e C?. 但 在 许多 应 用 疝 题 中 涉及 的 国 数 
并 不 光滑 .例如 考虑 在 原点 具有 反射 壁 的 一 维 Brown 运动 W] = 
{Wil t € R i), 或 更 一 般 地 ， 在 a € 瑞 处 反射 的 Brown 运动 
[W — a| + a. 在 随机 控制 问题 中 也 常常 考虑 一 些 不 光滑 的 函数 ， 人 
们 自然 会 想到 ,能 否 用 广义 导数 的 概念 来 推广 伊藤 公式 ? 这 一 节 我 
们 就 来 讨论 这 个 问题 ， 和 这 问题 密切 相关 的 是 Lévy[1] 首先 引进 的 
MOS RR Tanaka 关于 连续 半 靳 的 局 部 时 的 Tanaka 公式 (参看 

先 回忆 有 关 广 义 函 数 及 广义 导数 的 若干 基本 概念 及 基本 性 质 . 
为 叙述 简单 起 见 ， 只 考虑 一 维 情形 ， 详 细 讨 论 可 参看 Schwartz|1]. 

设 CUR) 为 RR 上 具有 紧 支 集 的 无 穷 次 连续 可 微 函 数 全体 ,， 在 
其 中 由 以 下 收敛 性 确定 一 个 拓扑 结构 。 o, — v 意味 着 它们 的 支 
集 含 于 某 个 公共 的 紧 集 Kp, H >, 本 身 及 其 一 切 阶 导数 均 在 K 
上 上 一致 收 化 于 w 及 其 相应 的 各 阶 导 数 . 赋 以 此 种 拓扑 结构 后 ， 此 线 
性 拓 提 空间 记 为 DUR). 其 上 一 切 连 续 线性 泛 函 称 为 广义 函数 , 广 
义 函 数 全 体 记 为 DI UR). 

对 广义 函数 T € D*(R), E UK n Bfr 广义 导数 为 


TO) = (PT), ne No ee (R), — (71) 


因 些 ， 企 一 广义 函数 具有 任意 阶 的 广义 导数 . 

T B — 56368 WI X B 

Bi 3.2 设 f 3 UR EB ESSSRISRERRCRD EE ARKEA 
Lebesgue 可 积 ). 令 


Ty(0) = Í, flæjplzjdr, ve D(R) (17.2) 
WT; c DUR). 因此 ， 每 一 局 部 可 积 函数 可 以 看 作 一 个 广义 函数 
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£i 3.3 V; u AR L Radon 测度 ( 即 在 任 一 有 界 Bore 集 上 
到 有 限 值 的 o- inka). 2 


T.) Á V(r)udz) ^ vc D(B), (17.3) 


H[ T, c D'UR). 因此 , 每 一 Radon 测度 可 以 看 作 一 个 广义 函数 特 
3], 集中 于 原点 的 单 点 测度 ， 其 值 为 1, 可 以 看 作 一 个 广义 函数 ， 这 
就 是 5 函数 ( 即 由 ó(v) = v(0) 所 确定 的 广义 函数 ). 

从 广义 函数 的 观点 看 来 ,我们 将 局 部 可 积 函 数 了 等 同 于 以 它 为 
密度 的 绝对 连续 的 Radon WIE. 

BI 3.4 i& fy JR EB EE FR SEE ER Sh(HD EA EE P: [B| E. 89 
变 差 为 有 界 ). 自然 ， 上 局 部 可 积 ， 此 外 ， 还 可 由 分 部 积分 公式 Gt 
Ev ROGER, lm... Ple) = 0) 计算 其 广义 导数 : 


Tj(4) = TW) = — 上 f(z)w'(z)dz = Í, pz)df(z) 
= Tay (ay, v € D(IR), 


Hh df 为 由 了 产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 (为 Radon WIE). I 
IE T; = Tu. 

AJ" SCR SOM s Rea, JU ISO H DOCE 5 BB zg 22 o 38 
时 ， 其 一 阶 广义 导数 为 Radon 测度 TRAD, 5 B 4253 RHB ERE 
时 ， 其 一 阶 广义 导数 为 非 负 Radon 测度 . 

例 3.5 设 f 2 R ERG ORRI zy € IR E A € [0,1] 有 : 
fO + (1 — 399) < Af (x) + (1 — 2f), W f E (因而 局 部 可 积 ) 
可 以 证 明 (例如 参看 Rockafellar[1]), 对 Vz € R, Kc S3 D f(x) 
及 右 导 数 Dt 了 (x) HFE, Dt 为 右 连续 增 范 数 ， 忆 -了 为 左 连续 
增 函 数 ， 踪 开 一 个 可 数 集 外 有 D J(e) = 了 "JIzi 即 通常 意义 下 的 
导数 存在 ). 如 果 令 f(a) = D J(z)+ D* F(z)), M| P Xt psy 
BON E-IEIBI [2,5] C R, 8: 


b 
F6) - F(a) = Í f'(a)dz, (174) 
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我 们 再 利用 分 部 积分 公式 来 计算 其 二 阶 广义 导数 ， 
7/0) = y^) = fw lode = ff aye) 
= Í stare = Ton, V € DUB), 


其 中 df! comp E f! 产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 (dE fi Radon 
测度 ). 因此 TY = Tae ` 

从 广 六 函数 观点 看 来 ,广义 函数 当 且 人 忆 当 它 是 凸 函 数 时 ， 其 二 
阶 广 兴 时 数 为 非 负 Radon ME. 一般 地 ， 当 且 仅 当 它 可 表 为 两 个 
Phe A SED, HOMOLE Radon WE. 

P. f(z) = |z| 3y— h Im. RED S S 32 


1, z > 0, 
f(z) = sgn(z) = 4 0, r =0, (17.5) 
—1, z < D, 


其 二 阶 广义 导数 为 由 sgn (z) 产生 的 Lebesgue-Stielties 测度 ， 即 集 
中 于 原点 的 单 点 测度 ， 其 信 为 sgn (z) # 0 ARERR 2, 即 广义 函数 
25 


“一 般 地， 考虑 四 函数 fale) = jz cal 其 一 阶 广义 导数 为 
sgnfz 一 a), 二 阶 广义 导数 为 26, (ó, 为 集中 a 点 的 单 点 测度 ， 即 
Hi o (V) = v(a) WERS SL PR 38). 

对 Brown 运动 W, JE hh SE 1 P 88 2: 181 
t t 
[Wi — a| = |Wo — a| +f sgn(W, — a)dW, + Í S5 (W,)ds 
as, te R4, a € R. (17.6) 
最 后 一 项 记 为 L(t,a), 可 理解 为 


1 


t 
L(t, a) = lim 2c Jo Lia—e,a+e) (W,)ds 


1 
= lim —A(s € I0, t]; W, € (a — e,a +€)}, (17.7) 
€40 2€ 
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称 为 Brown 运动 W 在 a 点 的 局 部 时 , 即 Brown 运动 轨道 t+ 时刻 
前 在 a 点 邻 域 消耗 时 间 的 密度 .为 证 明 上 述 极限 存在 ,我们 来 研究 
— KR XE op AR BS RS BE r, 

定理 17.1 dE X AEREN, X = X; + M + V 为 其 典型 
A7. foU, f'= (D f+ Df) 则 f(X) 38 Pb p ph, 
且 存 在 唯一 连续 增 过 程 U, fX] vt e R. 有 


(Xd = /( Xo) +f f'(X,)4X, + U, a.s.. (17.8) 


证 4 mn = mtít; |X,| > nj. WELT X7^(n e N) 证明 
了 上 述 结 论 ， 则 结论 对 X 也 成 立 . BUR. PAA. 
令 


cexpí-(1 ~ z?)-1 = 
=le p(-(0-22)7) iz < 1, 


¥ e| > 1, 
其 中 e 为 常数 ， 满 足 JIH elede =1. 对 Yne IN $ 
p. (z) = np(nz), 
则 o, c D(R) HEAREN, 其 支 集 为 | 2, 1] B feos (nds = 1. 
HA 
fs(z) = Gp) = S fos — ay 
R 


= f f(E- «us (ne N), (17.9) 
容易 看 出 ， fn ADAR, Jn E C”(R), HH n — œ 时 


if.) - fi) < f , 


< sup |f(z — y) - f(z)) — 0, 
Ius £ 


" [f(z — y) — fr)pn (du 
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于 是 f. 在 有 限 区 同一 致 收 合 于 f. 对 (173) 进行 微分 ， 由 于 了 只 
在 可 数 个 点 上 可 能 不 存在 导数 ， 故 


了 = t _ n d = i n _ d ; 
f. (2) 上 f(z — sos (y)dy Í, f(y)pn(s — Wdy 
B] F 定义 为 左右 导数 平均 值 ， pr ABAE, BAF ARKAT 
P. 
对 函数 f 应 用 伊 芯 公式 ， 对 VEER, 有 


t t 
MXD = Xo + Í fcx, +; Í ua, 
a.s. (17.10) 


JA WA ULT, h f, Mnt, (70, 8k UC = (Uf, +< 
R} 为 连续 增 过 程 . 由 假定 X 有 界 ， 而 f. eak 产 , ULOD) 
一 致 有 界 . 由 定理 11.10, 随机 积分 了 £200 - dX 依 概率 在 有 限 区 间 
一 致 收 贫 于 f JX) dX. Æ (17.10) 中 令 n — oo, 得 证 UC? 依 概 
率 在 有 限 区 间 一 致 收 倒 于 某 个 过 程 U, BRU 为 连续 增 过 程 、 8 
特别 ， 对 ac R, 应 用 定理 171 于 函数 fale) = |z — a|, 并 记 其 
所 确定 的 连续 增 过 程 为 Fe = (Le, te B.Y, FE, H Vt e R, 有 


t 
[X4 — a| = [Xo — al +Í sgn(X, — a)dX, + Le as., (17.11) 
0 


这 个 公式 称 为 Tanaka 公 式 . 

XX 17.2 i X X —HXEHCERB, ae Fa. 则 由 (17.11) RA 
确定 的 连续 增 过 程 L 称 为 SENA X 在 a 点 的 局 部 时 . 

注意 sgn(X — a) = —sgn(—X + a), X -a] 2j - X + a|. & X 
在 a 点 的 局 部 时 等 于 —X 在 一 a 点 的 局 部 时 . 

习题 3.9 XAFRA, L° q X dE a 点 的 局 部 时 ， 则 对 
vt c IR, 有 


t 
1 
(X, — a)* = (Xo  a)* + f lax) CX.)4X, + SL as. (17-12) 
D 
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及 
t 1 
(X, —a) = (Xo — a) -f lC sey (Xa)dXs + st a.s. (17.13) 
0 


(17.12) 和 (17.13) 都 可 用 来 作为 局 部 时 的 定义 . 

ik 从 定理 171 的 证 明 可 知 ， 局 部 时 是 (17.10) 式 中 最 后 一 个 
积分 的 极限 .如 果 X 为 有 限 变 差 过 程 ， 则 [M] = 0, 因而 局 部 时 为 
0. 


定理 17.8 dt X ABEREA, a c RR, L^ LX fE o ARTS 
局 部 时 ， 则 对 几乎 所 有 c, 由 Lf(w) 产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 
dL?(w) 只 在 集合 {t Xle) = a) EAH f. 

证 只 需 对 每 一 工 > 0, 证 明 dL Ho) 在 集合 (t < T; Xu) 
a} 上 无 负荷 W mr ARR, B 0 < c < r < T, (ior) C 
(Gu) 天 (ww < a). Hi L° 及 大 的 连续 性 E (17.12) 中 分 别 
以 和 =e 代 上 然后 相 减 得 


T 1 
(X, — a)* — (X, — a) = f 1o o) X)dX, + 2U — L2) as- 


因 在 er] ES X < a, 页 左边 及 右边 第 一 项 均 为 0, 于 是 
L = LE, 

对 任 一 有 理 数 + 8 @@ 门 0, 了 Tl, ev. = rlx uu. Tr = inf{t > 
G; Xe Ra} AT, W (ern Tr C (X <<a), 因为 随机 开 集 


(cs, T.) = ft < T, X (tw) < a), 
reQn[o,T] 


故 对 aaw, dL2 (u) 在 (t < T; X(t w) < a) EX f t. je] 38 nT uE T: 
# {STAX > a} EX. 1 
RETHFRRARHE SES 3. 
定理 17.4 设 Dp HOESOERB, 了 为 两 个 凸 函 数 之 莽 ， 
F= MD-f+ D* f u X f Z SW” SLS (R 上 的 Radon BUR). 
ni 
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1° FE PxB(R) nl p 3E (o, t, a) -  Le(uw), 使 对 Ya e R, L° 
x X $E a 点 局 部 时 ; 
2° Xp vte R 有 


f(X.) = f(Xo) +Í f'(X,)dX, + 3 n a.8. (17.14) 


证 当 f(z)=b+cer (bec R) ARAA, Hay t. gU 
R} p = 0, (17.14) BRES. MWEE ú 为 有 界 非 负 测 度 ， 令 


ss) = 3 f, le- alude). 
则 其 二 阶 广义 导数 为 


T! (4) = T, (9) = 上 ox)" (z)dze 


= JA ( is ~ a1" (eydz) ulda) 
=- Í ( f sgn(z — a)y’(z)dz (da) 


= f woulda) = 了 2(W， venu. 
于 是 了 -9 之 二 阶 导数 为 0,f 和 9 只 差 一 个 线性 函数 ， 根 据 上 述 至 


由 ， 我 们 不 妨 设 
16) 3 P le- eliam, (17.15) 
此 时 有 
1 
f'(xz)- P, [oe — a)u(da). (17.16) 
令 
Z= f(X) f(X) (te R4), 
Z =]|X,-aļ]-|Xo—a] — (ae R, t€ R.). 
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Hj X EF, m$ 
(wt a) — Zf (w) 


为 P x BUR} TW., H Hí (17.15) 有 


- sf. Zř u(da), tc R}. (17.17) 
令 
H?-sgn(X,-a) — (a € B. t€ B.), 
Hte Heide eR) 
R 
显然 


(Ww ta) — HP (uJ) 


为 Px B(IR) 可 测 , 且 由 站 有 界 得 知 豆 * 为 有 界 可 料 过 程 . H (17.16) 


有 
HË =f (X) (tem), (17.18) 


HEB 11.11, A Ye = fj Hz. dX,(te R4) 使 


(w, t, a) — Y? (v) 
为 PxBUR) A, H 
t 
v = f Yen(da) = f Ht. dX, as. (temi (7.19) 
R 0 


4 L" = Z* —Y* (a € IR), Wf E X. L^ 05 X dE a BJ Saphi, H 
| (wta) — L (u) 
X PxBUR) 可 测 ， 由 (17.17),(17.18) 及 (17.19), 对 Wie RR, 有 
Í. Li ulda) = Í. Zt u(da) 一 JH Y? pida) = 22, 一 了 
= 2/06) — 2f (X9) — jf F(X as, 
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此 即 (17.14) X. 
对 于 一 般 的 凸 函 数 f K w € N. A 


f(n) + D* f(n)(z — n), # xz > n, 
fai) E= i f(x) 4d —mn < z < n, 
Jin) + D f(-nz-n) # z < —n, 


则 Ín 为 凸 函 数 ， 其 二 阶 广义 导数 为 pa (da) = lp a a [a)au(da), 是 非 


负 有 和 界 测度 ， 令 
Ta = inf{t; |X,| > n], 


则 在 ([0,74.)) 上 有 f.(X)= FOX). 此 外 由 定理 17.3, 24 ac[-n, n] 时 
好 .一 0 因此 当 t<m 时 有 


[rs = f ulao), 
A Æ (17.14) 式 在 每 一 区 间 ([0, m) 均 成 立 ， 既 然 T. foo a.s., OE 


MHE. l 
推论 W M ent. L 为 其 在 a 点 局 部 时 ，9 为 有 界 Borel iR 
数 ， 则 对 vt € Ii, 有 
t 
f L?g(a)da =f g(M,)d[(M], a.s.. (17.20) 
R o 
证 XE (17.14) SPRZE, nT US Y PS 3k f ë C2 时 有 
t 
f Le f"(a)da = Í P(M.dM| as, (17.21) 
R 0 
kE- EA ER E 六 均 成 立 ， 由 单调 类 定理 可 证 对 一 切 有 
Jt Borel M% g ERIL. E 
特别 ， 取 9 为 Bore 集 B 的 示 性 西数 ， 得 
i 
Í Lêda = Í lg(M,diM|, ^as. (17.22) 
B 0 
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在 Brown 运动 的 情形 下 ， [W], = t, 右边 表示 Brown 运动 的 轨道 在 
RA B 中 所 消耗 的 时 间 , 而 Lo 则 是 其 在 a 点 邻 域 中 消耗 时 间 的 密 
度 ， 这 也 是 局 部 时 名 称 的 来 由 . 

Brown 运动 的 局 部 时 有 许 儿 有 趣 的 性 质 ， 特别 是 证 明了 它 关于 
(a) 二 元 连续 ， 且 (L(ta) a € R) 为 一 蕊 氏 过 程 (以 空间 参数 a 
RERE) 详细 研究 可 参看 It- Mckean[1], 应 用 局 部 时 研究 具 
有 反射 壁 的 Brown 运动 可 参看 Chung-WilliamsÍ1]. 

此 外 ， (17.6) z eb: F 8 IW; 一 a| HAR Wo — a| + 
Jiagn (W, — a)aW, 和 连续 增 过 程 Le 之 和 ， 这 是 Doob-Meyer 分 
解 的 一 个 特殊 情形 ， 因 此 局 部 时 也 可 定义 为 下 款 W — a| 分 解 中 所 
确定 的 崔 一 连续 增 过 程 ， 而 著 


t 
M. = / sgn(W, — a)dW,, tc FR. 
0 


由 于 
[M]: = Í (egn(W, — a)}?ds = f dst, 


根据 定理 13.8, 它 也 是 一 个 Brown 运动 . 这 种 现象 在 讨论 随机 微分 
Jj TE SS RE IRE (第 四 章 ) 我 们 还 要 进一步 研究 . 
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第 四 章 随机 微分 方程 和 扩散 过 程 


$18. 伊 芯 随 机 微分 方程 的 解 


Wiener 过 程 只 是 对 真实 的 Brown 运动 的 理想 化 描述 ， 尽 管 它 
和 实验 相符 ， 但 和 和 牛顿 力学 却 相 距 其 远 为 了 从 牛顿 力 学 来 解释 
Brown 运动 ，1908 年 Langevin[1] 提出 了 一 个 随机 微分 方程 。 1930 
年 Uhlenbeck-Ornstein[1] 系统 地 发 展 了 这 个 Brown 运动 的 动力 学 
理论 . 

以 X, 表示 作 Brown 运动 的 粒子 在 时 刻 t 的 速度 ， m 为 其 质 
量 ， 根 据 牛 顿 力 学 定律 ， 得 到 如 下 方程 : 


dX, = —B X,dt 十 gdW,, te Tt. (18.1) 


d X SS — HA CHE Tr BUR ah tE Hye EB DR J, $ Stokes EË, 8 = 
6nrg/m, 其 中 r 为 粒子 半径 ， n 为 慕 洁 系数 ， 第 二 项 为 周围 被 体 
分 子 碰 挤 作 用 力 ， 根 据 统计 力学 中 能 看 均 分 原则 ，、 扩 散 系 数 e = 
V28KT/m, Kb K 为 Boltzmann 常数 ， 为 绝对 温度 , 而 W 则 是 
Wiener 过 程 . 这 个 方程 称 为 Langevin 方程 , C RIRA Ornstein- 
Uhlenbeck 速度 过 程 ， 对 它 的 积分 就 得 到 Ornstein-Uhlenbeck 
位 置 过 程 ， 代 表 作 Brown 运动 的 粒子 在 上 时刻 的 位 置 . 若 初始 速度 
为 zo, 将 (18.1) 写成 积分 方程 形式 就 是 


t t 
X,— zo — f BX,ds + f adW,. (18.1) 


在 扩 数 系数 o 和 漂移 系数 -IX 均 依 赖 于 粒子 速度 及 时 间 时 ， 
就 得 到 一 般 的 伊藤 随 胃 积分 方程 ; 


t 
x, -x+ 上 bs, X)4s+ f ols, X)dW,, (18.2) 
0 0 
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其 中 和 o 为 R. x CURL) 上 的 函数 , 为 使 右边 两 个 积分 有 意义 , 必 
须 ols, 于 (ou € £L, H bs, X(,o)) e £l 因此 ， 作 为 轨道 空间 
C(R,) ERIS PR, 对 Vs € R4, 我 们 要 求 b(s,-) 和 ols,-) RRT s 
时 刻 以 前 的 轨道 . 其 中 最 重要 的 特殊 情形 是 所 谓 Markov 型 ， 即 只 
依赖 于 s 时 刻 国道 的 值 ， 在 这 种 情形 下 ，& 和 og 可 以 看 成 P. x IR 
上 的 Borel 可 测 函 数 ， b = b(s,z), c = c(s,r), s€ R}, x c IR. 而 
方程 (182) 具有 以 下 形式 ， 


t i 
X, -x f bos X yis f o(s, X,)dW,, (18.3) 
或 号 成 随机 微分 方程 形式 : 
dX, = b(t, X,)dt + a(t, XdW. (18.3) 


其 初 值 Xo 为 Zo TANER. EPRE it Markov 型 的 伊 
BBERELTSE 27532. TEX, 24 b fü o 不 依赖 于 s 只 是 z Wi, 
这 种 方程 称 为 时 齐 的 . 如果 o = 0,(18.3') 就 成 了 通常 的 常 微分 方 
程 (RAH Xo 可 能 是 随机 的 ), DII D BEBE BLZ; T£ n] ELA ERR f 
分 方程 的 推 广 ， 它 是 普通 的 常 微分 方程 如 上 一 个 随机 波动 项 . 

下 面 ， 我 们 将 给 出 方程 (18.3) 的 解 的 定义 . 

很 长 一 段 时 期 人 们 混淆 了 两 种 不 同 的 解 的 概念 ， 在 经 典 的 要 
茧 理论 中 ， 讨 诊 的 是 所 请 强 解 . 即 概率 空间 (Q, F, P 及 其 上 的 
Brown 运动 W 已 经 给 定 ， 已 知 两 个 Borel RI] p E b 和 o, 要 构造 
-DEt FU (由 W 产生 的 自然 o- 代数 流 ) 适应 过 程 X, 使 对 
Vt € IR,,(18.3) a.s. 成立， 所 谓 解 的 唯一 性 是 指 轨道 唯一 性 ， 即 若 
X AX FE 28 (18.3) 的 解 , 则 它们 无 区 别 . 从 20 世纪 60 ERE, 有 
些 作 者 (例如 Skorohod[1], Stroock 和 Varadhan[1], Krylov[1] 等 ) tt 
论 了 所 谓 BR. PERES bA o, 要 构造 概率 空间 (N, 7, P) 
及 F 的 子 o- 代数 流窜 , 售 Brown 运动 W 及 窜 适 应 连续 过 程 X, 使 
Zt Y: e R (18.3) as. 成 立 ， 所 谓 唯 一 性 是 指 分 布 唯一 性 , 即 若 X 
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和 X 同时 为 (18.3) 的 解 {可 能 在 不 同 的 概率 空间 上 ), 则 它们 的 有 
FRE BRE. 

为 说 明 两 种 解 的 概念 不 同 ， 我 们 举 一 个 简单 的 例子 : 

P4 4.1 (Tanaka) 考虑 方程 


t 
X = / sm(X,)dW, ^ te, (18.4) 
n 
dA. WE (18.4) Hie X 是 连续 局 部 款 ， 其 平方 蛮 差 过 程 为 
Xy f(X.) ds = f ads= +, ， 
[X]. fGen ))2ds f st tem. 


因而 由 定理 13.8, X 为 一 Brown 运动 。 这 说 明 方 程 (18.3) 的 解 具 有 
分 布 唯一 性 . 然而 若 X 为 解 ， 至 少 —X 也 是 解 ， 这 说 明 方程 (18.4) 
不 具有 轨道 唯一 性 . 为 了 构造 一 个 弱 解 ， 只 要 任 取 一 个 概率 空间 及 
其 上 的 任 一 Brom 运动 作为 X, 然后 令 


t 
W, = f sgn( X,) - dX,, tc R. 
0 
和 上 面 一 样 的 道理 ， W 也 是 Brown 运动 ， 且 对 te Rad 
t IU t 
/ sgn( X ,)dW, -f sgn( X,)sgn(.X,)dX, = X; a.s., 
o 0 


Bpxrr X 3n W 满足 方程 (18.4), 因此 弱 解 存在 . 

注意 上 述 过 程 是 先 构造 解 过 程 X, 再 构造 Brown 运动 W, 因而 
W gy 适应 过 程 , 但 X 却 不 可 能 是 ”适应 过 程 . 如 果 事 先 已 经 
在 某 个 概率 空间 上 给 定 了 一 个 Brown 运动 W, m X 是 方程 (18.4) 
的 一 个 强 解 , RU X 必 为 ”适应 过 程 ， 由 上 面 推 理 ，X 必须 是 SU 
Brown 运动 . 

设 L, 为 羡 在 9 点 的 局 部 时 ， 由 Tanaka 公式 (17.11) 得 


t 
f sgn( X,)d. X, = |x.| — h a.s. (vt € R,). 
b 
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由 假定 X 是 (18.4) 的 解 ， 上 式 左边 等 于 
了 sgn( X,)sgn(.X,)dW, = Wa. 
0 
根据 (17.7) SX RT RI 


. 1 fi 
L: = lim zl lioe ([X,[)ds 


XI 


为 TU 可 测 。 因 而 W, 为 Ti wpWS, EEH 
F c U cM. 


但 这 是 不 可 能 的 .这 一 矛盾 说 明 方程 (18.4) 不 存在 强 解 . 

如 果 在 应 用 问题 中 只 涉及 解 的 分 布 ， 例 如 确定 某 些 与 解 过 程 有 
关 的 事件 的 概率 , 计算 某 些 与 解 过 程 有 关 的 变量 的 数学 期 望 ,研究 
其 不 变 测度 的 存在 性 和 不 同 过 程 的 分 布 相互 绝对 连续 性 , DUE RR 
分 方程 解 的 概率 表示 等 ， 只 要 构造 罚 解 就 行 了 .但 另 一 些 应 用 问题 
必须 涉及 解 的 轨道 , 例如 建立 两 个 方程 的 解 之 间 的 比较 定理 ， 在 随 
机 系统 的 控制 问题 中 根据 观察 到 的 过 程 轨道 而 采取 不 同 的 控制 手 
段 ， 在 随机 系统 的 滤波 问题 中 构造 所 谓 新 息 过 程 ( 即 构造 一 个 过 程 
W, 使 人 =F) 解决 这 些 问 题 必须 研究 强 解 ， 所 谓 强 解 ， 实 质 上 
就 是 把 解 看 成 已 知 的 Brown 运动 轨道 的 泛 画 ， 为 此 ， 我 们 可 以 把 
Wiener 空间 (W, B, p) (参看 引 论 部 分 } 作为 基本 概率 空间 ， 而 在 研 
究 弱 解 时 ， 为 研究 其 分 布 ， 则 必须 考虑 解 过 程 的 轨道 空间 . 

本 章 中 我 们 将 以 wa = CUR, > R’) 表示 定义 在 IR, E, Hz 
值 于 IRA 中 的 连续 函数 全 体 所 构成 的 Fréchet 空间 ， 其 中 准 范 数 定 
义 为 


So 
lolws = 9727 sup Jwt) ^1, wew’, 
n=1 Dt 


B(W?) 为 其 中 Borel FÆ o- £638, 对 te IRL, A BW") = e(w(s), 
0 <s <t) 表示 使 一 切 映 象 : 


W > wi w(s) € R^, seco, 


为 可 测 的 最 小 o- 代数 . 

再 以 WE 表示 Ws 中 满足 w(0) = 0 的 函数 构成 的 子 空间 ， jy 
为 其 上 Wiener ME, EP d 维 Brown 运动 的 分 布 . 令 E, = BW) 
表示 BIS) 关于 u ZRH. 显然 OW, Bon) 为 一 完备 概率 空 
间 ， 其 中 “坐标 函数 ”: 

Wiswe-owt)em' tcm. (18.5) 


构成 此 概率 空间 上 的 Brown 运动 过 程 ， 且 由 定理 1.8, B = (B, t € 
Ri} 为 连续 的 o- 代数 流 ， 满 足 通常 条 件 . 

在 方程 (18.3) 中 , 3E X A m Bp, W 为 d Ht Brown 运动 ， 
WU b(s,z) 为 R x R” — IR" BE, o(s, s) 为 R} x Im^ — 
RQR KER, BRAEERLPR ÉL EZH RQR H, RATE 
用 Hilbert-Schmidt 范 数 ， 即 若 er = (ciisicmas;sa 则 


m d 
lel? = tree" = 37 3 Y. (18.6) 

i=l j=l 
对 于 非 时 齐 的 方程 ， 我 们 总 可 以 用 增添 一 个 分 量 A IUBE 
办 法 化 为 时 齐 的 方程 (当然 这 种 简化 有 一 定 代价 , 常常 使 条 件 加 强 )- 
不 失 一 般 性 ， 我 们 还 可 以 假定 初 值 Xo = z € 再 ”为 一 常 向 量 CS 
则 可 以 考虑 关于 Zo 的 条 件 概率 分 布 P. = plo), SA Pu RE P 
时 ， 每 一 Zo 可 测 随机 变量 以 概率 1 为 常数 。 参 看 附录 B 定理 B5 
推论 2). 作 了 上 述 简 化 处 理 后 ， 我 们 在 本 章 中 总 是 考虑 以 下 形式 的 

Markov WHE J; E. 


t d t 
XË —a + J U(X.)dst Y ` f oi X,)dW2 
0 了 140 
(te Ri; i-1,2,---,m). (18.7) 
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写成 向 量 形式 就 是 
t t 
x= z+ f b(X.)ds + f e(X,) : dW,, tc RR, 
或 写成 微分 形式 


{ dX, =b(X,)dt+ (X): dW,, t>0 (18.7) 


Xo = ze R”. 


下 面 给 出 方程 08.7) 的 解 的 定义 : 

EX 18.1 ib: I" — IR" Eo: Rm — RQR 3 
Borel HWA, x c R”, 车 存在 概率 空间 (Q. F, P.S) 5 d 3 S 
Brown 运动 W,m 3k S S ENA X, 满足 ， 

1° B(X) e CLR"), e(X) € LR” Go IR; 

2? Xp Vt e R4, (18.7) zü as. R. 

则 过 程 区 (或 过 程 X 和 W 一 起 ) 称 为 方程 (18.7) 的 一 个 5882, 或 
简称 为 M. 

定义 18.2 若 方程 (18.7) 具有 以 下 性 质 : 只 要 OC, W) 和 (X, W) 
都 是 方程 (18.7) 具有 相同 初 值 的 解 (不 必定 义 在 同一 概率 空间 上 )， 
关 和 芒 就 共有 相同 的 分 布 ， 则 称 此 方程 的 解 县 有 分 布 瞧 一 性 ; 若 
方程 (18.7) 具有 以 下 性 质 ， 只 要 (X,W) 和 (X, W) 都 是 定义 在 同 
一 概率 空间 上 具有 相同 初 值 的 解 ， 羡 AGED X 无 区 别 ， 则 称 此 方程 
的 解 具 有 轨道 崔 一 性 . 

再 给 出 强 解 的 定义 ; 

定义 18.3 W (X,W) 是 方程 (18.7) 的 一 个 解 ， 若 存在 函数 
更: R” x R, x Wi  R" 满足 : 

1? $ X BUR") x BUR4) x B,,/ BUR") 可 测 ; 

2° zc RR", v c WI — (zw) € ym; 

3° zc R^, ic R. => 9(z,t,:) X; B,/BURT) 可 测 ， 使 得 对 
Vt c R $ 


X(t, w) = $(Xo, t, W.(u)) a.s., (18.8) 
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则 过 程 XE X 和 W) 称 为 方程 (18.7) 的 一 个 强 解 . 

若 存在 土 述 函 数 更, 满足 ; 

1° Xp EX z € R” 及 任意 d HE Brown 运动 W, X(t, u) = 
(e,t, W.(u)) 为 方程 (18.7) 的 一 个 解 : 

2° 对 方程 (18.7) 的 任 一 个 解 (X, W) 及 te RLE 


Xit w) = (Ko, t, Ww) a.S., 


则 称 方程 (18.7) 有 了 众 一 强 解 . 

粗略 好说， 性 (W) 是 解 ， 且 X 为 ”适应 过 程 ， 就 称 X 
为 强 解 ， 显然 ， 当 方程 (18.7) 有 唯一 强 解 ， 则 其 解 具有 轨道 唯一 狂 
和 分 布 唯一 性 ， 此 时 不 妨 取 基本 概率 空间 为 OW, Bo a), TIHE 
EPE z, 上 述 函 数 (z...) 就 是 这 个 基本 概率 空间 上 的 m E S 
I 适应 过 程 ， 它 和 “坐标 函数 "(18.5) 一 道 ， 满 足 方 程 (18.7). 也 就 
是 说 ， 著 记 X(t, w) = B(x, t, w), 则 对 Ye F, 有 


X, = z+ Í b(X,)da + [ «9 | dw(s) a.s. (W8, p). (18.9) 


因此 ， 当 方程 (18.7) 存在 唯一 强 解 讨 ， 此 强 解 是 Brown 运动 轨道 的 
FA 下 面 关于 存在 唯一 强 解 的 准则 是 随机 微分 方程 理论 的 一 个 基 
本 结果 ; 

定理 18.4 方程 (18.7) 有 唯一 强 解 的 必要 充分 条 件 是 : 对 Yz c 
R”, 存在 一 个 弱 解 旦 具有 轨道 叭 一 性 . 

证 必要 性 显然 ， 往 证 充分 性 . W (X,W) 和 (Xw) 为 方程 
(18.7) 的 具有 相同 初 值 = < R” 的 两 个 解 (不 必定 义 在 相同 的 概率 
空间 上 ). 它们 在 W^ x Wd 中 的 分 布 分 别 为 PLUR P;. 以 7 表示 由 
yw x Wd 到 Wt 的 投影 则 P. 及 P; # Wd 中 有 相同 的 边沿 分 
布 ， Pon-1 二 Pion 1 一 Jj (Wiener 测度 ). 

对 vte R, 令 Qui(w,-) 3Un X XT W 的 正则 条 件 分 布 (更 
精确 地 说 ， 是 关于 (Xo W) 的 条 件 分 布 ， 其 中 Xo == as, 参看 
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附录 B) 且 各 自考 虑 到 了 上 时刻 为 止 的 轨道 ( 即 分 别 局 限于 o- 代数 
B,(W) 及 B). 则 对 vte R. 有 

G) 对 Yr eR", VweWg, Q. (u, 为 (Wm. B,0V")) 上 的 
概率 测度 ; 

(ü) Xf VB € BOW"), Q.,C, B) 为 BUR) x B, nios Ens 

(ii) X*pJvBcBOW")EAcB,zecmR". 


PAB x A) — f Q+, Buldu). (18.10) 


我 们 进一步 可 以 证 明 (18.10) 对 一 切 A € Bo 都 成 立 ， 因 而 根据 条 
忻 分 布 的 性 质 ， 对 一 切 te IR, A B € BW"), 有 Q. — (u, B) = 
Q. (w, B) as. [u], 故 Q. C. B) 为 B 可 测 函数 . 
事实 上 ， 若 记 (pew)(s) = w(tAs), (ws) = w(t + s) — w(t), 
则 p, : WE — WE 为 B,/B. 可 测 ， 对 一 切 s > 0, (Bew)(s) 与 Ë, 
独立 (关于 概率 =). 将 A € Bus 写成 如 下 形状 : 
A = fu; piu € Ai, (hw € A2}, 41, Az € Bao, 


则 有 
/ Qa (w, B)n(dhu) 
A 


= plaw € Aj] / Q. + (a, B)u(dw) 
[owe Ai] 

= PW" x [Gu £ A3) PL(B x [ow € Ai) 
= P(X.E B,W(t^-) c A,QW(t---) - W(t) € As) 
= P(X.€ B,W. £ A) 
= P, (B x A), 

因此 (18.10) 对 A € Bw 成 立 . 

4 Q) = WT x Wm x Wi. 同样 地 定义 QL Qu) S 
Qz(du,, dus, dw} = Qa. o (u, dui Q^ olw, dva) (duo); 
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£ = B(üj^, 即 Q 之 Bord FẸ o - 代数 关于 Q。 的 完备 化 ; 
F} = B.(W") x BW) x Bi, 加 入 Q. 零 集 并 右 连 续 化 后 记 为 Fs 
MUJ (Q, F, Qe) 为 一 概率 空间 ， 8 = (Z,, t € R.) ARF o- 代数 
流 . 在 此 空间 上 ，(wi,w) 及 (wow) 分 别 具 有 和 (X, W) 及 QC W?) 
相同 的 分 布 ， 

我 们 还 可 以 证 明 (w(t), te IR.) 是 (0,7, Qa) Ef 3 Brown 运 
动 . 事实 上 ， 只 要 证 骨 对 s < t,u(t) — w(s) 与 Z, 独立 (关于 Q) 
yt Bi, B E BW") Ac B,, à c R", W 

ES [15 x B4 x a exp{i(à w(t) ()H] 


- f exp(i(A, w(t) — iQ. BOOL te B;)p (du), 
其 中 EU 表示 对 Q. 的 积分 ， 因为 QI B) 及 QC B2) 为 B, 
SIL, T wlt) w(s) 与 B, 独立 ， 所 以 上 式 等 于 ; 

exp[—(|A|2/2)(t — 8)) f Qzolw, B1)Q!, oo (a, By)u(dhu) 
= exp( - (|A7/2)(£ ~ s)]Q. (B, x Bs x A), 


得 证 w(t) — w(s) 5 Z, 3h y. 
BE SR (ww) 和 (w2, w) 是 在 同一 概率 空间 上 的 两 个 解 ， 由 假定 
的 轨道 唯一 性 可 知 w = w a.s. [Qu], 此 即 


(Qz olw, ') x Q o O (tD, Jui —w)-1, 8.8. [u]. 


RBRB, XRPUMBEOEdE DE "WAR 上， 必然 混 中 于 基 个 
单 点 (zw) e Wn", BD 


Qux (ap, ) = Qi o n, J = uy: a.s. [y]. (18.11) 
FEHER 有 


{ Xalo) = pela, Ww), as. [P] 


Xia!) = pile, W!.(u)), a.s. [P] (18.12) 
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4 (x, t w) = pir, w), Mo XT tE, XT (z, u) 为 BUR") x B4 
可 测 (H (18.11) 及 Q. 及 Qio 的 性 质 GD), 因而 关于 (2, tw) 为 
BR") x B(R,) x B. HW. XAXI VB € BOW"), Qawl B) 
为 B. 可 测 ， 亦 即 


S (s uy (B) = Lgs, 4-1g(w) 
为 B, 可 测 ; 于 是 对 Vt € Ht, 
plz, -): wi — w” 
7 OBI BQOWT) Rp; 当然 Pir, t) = yele) 为 Ba BUR) 可 测 . 
注意 到 (18.12), 可 见方 程 (18.7) 有 唯一 强 解 .上 
由 定理 可 知 ， 车 方程 (18.7) 的 解 具 有 轨道 叭 一 性 ， 则 也 其 有 


分 布 唯 一 性 ， 关 于 强 解 的 详细 讨论 ， 可 参看 Zvonkin-Krylov[1] 或 
Ikeda- Watanabe[1]， 下 一 节 将 给 出 存在 唯一 强 解 的 充分 条 件 . 


$19. 强 解 的 存在 性 及 唯一 性 


A 445 E P EE b E (18.7), 并 给 出 存在 唯一 强 解 的 充分 条 
Mr. 结果 是 经 典 的 {例如 参看 Gihman-Skorchod[1]). 

定义 19.1 HA b: R” — R” Ro: R" — ROR, 
若 存在 常数 K > 0, XJ Yzy € RE 


lle) — z(z)| + |b(z) — ba)? < Kla — yl”, (19.1) 


则 称 为 满足 Lipschitz 条 件 ， 著 对 VR > 0, 3Kg > 0, 对 一 切 满足 
|z] < R, j| < R f my € IR" A 





lez) — eol? + Ib(z) — 5GOI? < Krle- ul", (19.2) 


则 称 为 满足 局 部 Lipschitz 条 件 ; FERM K > 0, 对 Yr £ IR” 


有 
lec)? + Ib)? < KO + lel’), (19.3) 
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则 称 为 满足 线性 增长 条 人 性 . 

BA, HbcC(R" > Rr), = € CHR” — R” QR’), 则 
满足 局 部 Lipschitz 条 件 ; dy b Il 的 所 有 一 阶 含 导数 有 界 ， 则 满 
是 Lipschitz 条 忻 ; 3j b A o 满足 Lipschitz 条 件 ， 则 必然 满足 局 部 
Lipschitz 条 件 和 线性 增长 条 件 ， 下面 是 一 个 经 常 要 用 到 的 引 理 ; 

3|3 19.2 {Gronwall-Bellman) jb T > 0, 378838 g > 0 Ë h + 
[D, T] Lebesgue 可 积 . SFER K > 0, w vte [0, T] 有 


s) < MD) +K f. s(ds, (19.4) 
D 
Ww vz € [0, T] d 
t 
g(t) x h(t) + K f eK(t- 9) h(s)gs, (19.5) 
. 心 
证 令 (19.5) 右边 为 /(0), 则 函数 f 满足 方程 : 
t 
f MO + EK Í fts, FO) = hO). (19.6) 
A A(t) = f(t) — g(t), Ripa (19.6) 及 (19.4) 得 
Í 8 2 i ° uas 
A02 K Í A(s)ds > K Í f A(u)dud 
t t 8 
nw —g 3 _ u)du 
= K Le JA(s)ds > K h. (t (f A(u)d )ds 
eL (t3 (t — 9? Alada.. 


> Tm D 
Eit A(t) > 0, Bp (19.5) HE SF. B 

定理 10.3 Wk y EE (18.7) 的 系数 5 和 o 满足 Lipschitz 条 
件 ， 则 此 方程 有 唯一 强 解 ， 





— A(s)ds — (n — oo), 0 <t< "T, 
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证 根据 定理 18.4, 只 须 证 明 方程 (18.7) 存在 一 个 解 且 上 共有 轨 
道 唯一 性 .我 们 先 证 轨道 唯一 性 . 

H 革 和 芝 是 定义 在 同一 概率 空间 上 具有 相同 初 值 z, 关于 同 
一 Brown 运动 W 的 两 个 解 ， 令 


Tn = inffi; |X > n), £, = infit; |X,| > n], 


为 证 X fu X 匹 区 别 ， 只 须 证 明 对 Yn € IN #f z, = as, H fE 
x X^ 和 X^ 无 区 别 . di X E X 轨道 连续 性 ， 又 只 须 证 骨 对 
vt e He. 有 

EX, ~ -X 


21 一 
tATn ATA tAm AT, | ]= 0 


了 


因此 ， 不 妨 设 Xx 及 X 本 身 有 界 ， 且 局 限于 有 限 区 间 [0,7]. 
Bp vt e [0, T] 有 


X - X = Í 000) -Rds + Í (000) - 000) d, as, 
# 


EIX, -ŽP < E| Í (xn) - ya 


(19.7) 





由 Schwarz 不 等 式 有 
E| [e —b(X,)) ))as Perf E|b(X,)— b(X,)?ds, (19.8) 


HEB (12.33) 式 得 


El [ (e(X,) 





E IE] (X,) ~ e )l^ds, (19.9) 
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利用 Lipschitz 条 件 (19.1) np fer it sË: 
. t _ 
IE|X, — X? «ka n f IE|X, — X. l^ ds, (19.10) 
0 


由 Gronwall-Bellman 引 理 立即 得 到 
EX,- =0 (0<t< T, 


Bm X 与 这 无 区 别 ， 得 证 轨道 唯一 性 . 
下 面 用 逐次 通 近 法 来 构造 一 个 解 ， 
取 基 本 概率 空间 (wg. Bou) 及 oo- 代数 流 B = {B tem, 


此 时 坐标 函数 (18.5) 为 B Brown 运动 . $ XO? = x e Rm”, 对 
n> 1, 归纳 地 定义 XC) — XC (z, t, w) 如 下 : 


t i 
x= =+ | ox ase f a(XP-) dwls). (1911) 
0 O 


在 任 一 有 限 区 间 [0, T] 中 , 应 用 线性 增长 性 质 {19.3)j( 它 可 由 Lipschitz 
条 御 推出 } 及 不 等 式 ， |z ++ z? < 3(|]z|2 + |w]? + |z) 可 得 


EXMP < < 3|=|? + rk f (1+ IE|X77]?)4s 


sax f (+ EIXE |’ )ds 


< Ble? +3KT(T + (L+ sup. Ex), 
Ot 


于 是 


sup, Exe? sse c 3KT(T +Q + s sup, p EXE. 
0<t< 


由 于 EIX = jej? < oo, 故 对 Vn e IN 上 式 为 有 限 , 再 根据 (19.3) 
Ap e(X'9) e 22,07 @ IR), pij (19.11) 的 每 一 步 选 代 均 有 意 
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X, H XO 为 连续 IB 适应 过 程 . 在 (19.10) 的 证 明 中 ， 以 xD 
fX, DL XO Jë X, 即 知 存在 常数 e > 0, 使 对 Vn e IN, vt € 10, T] 
有 


t 
|x x < ef E|X(? — XY Pde. 
ü 


当 n 二 1 时， 显然 有 EXP - x9 2 < a( 常 数 ), ARR, WB 
到 估计 式 


sup JE|X/*? x < ateT)r jnl. (19.12) 
0<t<T 


LA] 
1 T 
sup |XÍ^*9 _ xf9| < f |p(X (9) ~ b(Xfn7!lds 
Ü 


t 
+ sup | Í (exi) epi myam| as, 
ü 


OQztzT 
根据 Lipschitz 条 件 ， 并 利用 (19.12) 及 (12.36) 可 得 


E| sup Eee — xf] 
o<t<T 


T 
< ark f E|X{™ 一 XY ds 
o 
T 
-8K f EIXE - XD ds 
0 
< (2T + 8)TK sup P| XE) _ y(n-1)2 
Dt 人 TT 


< (2T + 8)TEKa(eT)™  /(n — 1)! 
= a4(c T)" ! /f(n — 1)l, (19.13) 


其 中 ai = (2T 4-8)T Ka. 由 Chebyshev 不 等 式 得 


Y { |x(nt) xm] > 27") < 4 Y (4cr)""! «oo 
su 一 a TL ， 
= ú otEr i i = 1 = m- 1)! 
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根据 Borel-Cantelli 5] 38 
pil sup xit? _ xí" 22"io.)20, 
DSS 了 


即 对 a.a. w, Ino = no(w), 4 n > no 时 有 


sup |X?"* (w) — Xf? (w)| < 277. 
OxteT 
由 Weierstrass 判别 法 ， 对 a.a. w, Fiii S: 


X (v) = 2 + Ffw) — Xw) 
k—1 


Xr £e [0,7] —3& icol T 3E XE SE TB 适应 过 程 X. 因 对 VE e R... 当 
n — oo 时 有 


t t t 
| f bX ds — n b(X,)ds| < K f |X(? — X,|ds — 0 a.s. 
O Ü Ü 
及 
t t 
/ le (XE) - =(X,)ll2ds < xf IX? — X. [ds — 0 as, 
ü 


由 定理 12.12 知 fAe (XU) . dw(s) 依 概率 在 有 限 区 间 一 致 收敛 于 
fo e (X,): dwls), 在 (19.11) 中 取 极 限 即 得 


X,=z+ f b(X,)ds + [| «2 - dw(s) a.s., 
0 


因此 X = X(z,t,w) 为 方程 (18.7) 的 一 个 解 ， E 

信 得 注 意 的 是 ， 选 取 概 率 空 间 QW, Bou. B) 及 Brown 运动 
[w(t), t € IR), 我 们 直接 得 到 了 强 解 定义 18.3 HAAA ó. 从 证 
明 过 程 中 还 可 以 看 出 ， 利 用 停止 过 程 ， 只 须根 定 系数 石和 5 满足 
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局 部 Lipschitz 条 件 (19.2), 但 在 构造 解 的 过 程 中 ， 为 了 保证 解 在 整 
个 R, 上 存在 (不 出 现 “ 爆 发 ”(explosion) 现象 ), 还 必须 假定 线性 
增长 条 件 09.3) 满足 ， 于 是 我 们 有 以 下 的 推广 : 

定理 19.4 PEDI (18.7) 的 系数 和 o 满足 局 部 Lipschitz 
条 件 (19.2) 及 线性 增长 条 件 (19.3), 则 此 方程 有 唯一 强 解 . 

3⁄4 m = d = 1 Bj, Yamada 和 Watanabe[l] 得 到 了 一 个 比 
Lipschitz 条 件 更 弱 的 轨道 唯一 性 条 件 : 

定理 19.5 im = d = 1, olt) 和 Hx) 有 界 , 且 满足 以 下 条 
件 : 

1” 存 在 R. EPS 6385838 p, 满足 p(0) = 0 及 fo, p ludu 
oo, EX} Yzy € RE 


Je (z) — e(v)| < pllz — yl); (19.14) 


2^ 存在 Ft, LURR y, MER (0) = 0 X fo y t udu — oo, 

TEXT Vr,y c R 8 
|b(z) — b(z)| < (Iz — yl); (19.15) 

则 伊 芯 方程 (18.7) 的 解 具 有 轨道 唯一 性 . 

注 下 节 我 们 将 证 明 , 在 所 给 条 件 下 存在 习 解 ,因而 由 定理 184, 
此 时 方程 有 唯一 强 解 ， 特 别 ， 取 p(w) = Ku (a > 1) 及 (Gu) = 
Ku (e > 1), 我 们 有 以 下 结论 : o 为 指数 1/2 Holder Æi, bA 
Lipschitz 连续 ， 则 方程 (18.7) 的 解 具有 轨道 唯一 性 . 

证 令 oo 一 1, an 440, HIE 


Gn -1 
/ p ^ (u)du = n, n-1,2, ° 


( 由 于 fo, o7? (u)du = oo, 这 是 办 得 到 的 )， 选 取 连 续 函 数 序列 
ENG u)) 使 Pa EAT (Ga O5 1) rh, 且 对 一 切 n É u 有 


ocws R f 77 veau = 1 


amr 


( 由 于 SE 2073 (u)n du = 2, 这 种 函数 是 存在 的 ). + 


hl y 
Quar) =f ay f ba (u)du, z€ R, n € IN, 
0 0 


则 yn € C?(R), ph) < 1, 且 由 于 |z| > pnie) > |e] 2 aui 可 知 
M n — oo 时 有 o, (z) t lel- 

E X OD X DE SUE I] — HER SE [8] B S ABIHA z 且 关 于 同一 
Brown 运动 W 的 两 个 解 ， 则 对 vte F. 有 


£ 


X, — X, = n (b(X,) 一 b( X,))ds + / (c(X,) 一 c(X,))dW, a.s.. 
0 o 
由 伊 蕊 公式 ， X vVneNE:em,, 


ex(X, — X) = f z (X, — X,)(b(X,) — KX) ds 
+ f ¿Q - RANEK) -= 和 Da 
0 


: x am 
+ J ea(X, 一 XK 0X,) 一 c (X.))2ds a.s., 


由 于 上 式 第 二 项 期 望 为 0, 而 由 Jensen 不 等 式 


E| Í w(x, - AK) - Ds] 
< [mio MRa 

< f etx. - Xe 

< [sati - Spes 
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又 因 ett) = Vu (lul) < 297" (uD/n, 8 
E| | eta. - X96) -oÑ ds] 
< | Blix -EDUX - Xe 
= u/n —0 (m — oo), 


所 以 当 一 oo 时 ， (注意 此 时 enle) tlel) 有 
t = 
EQ Kl < Í Yumux, - X ee (19.16) 


由 于 f, T (u)du = oo, 根据 常 微分 方程 理论 中 熟知 的 绪论， 方程 
y = YD， y(0) = 0 E HE— RAE y = 0. 令 (19.16) REWA olt), Mij 
E||X, — Xi] < vt), B vt) = Y(El|X, — Xs]) < »(v(2) (vt > 0) 
(注意 函数 t — EJ||X, — X,J] 为 连续 ), A v(0) = 0, 根据 比较 定理 ， 
vlt) € y(t) = 0, 因而 

E[X«- Xj]-0 — vt 0, 


B) X Wu X XD. s 
JE 41 考虑 非 时 齐 伊 联 方 程 : 


{ dX, = b(t, X,)dt + a (t, X4) - dW,, 0 <t < T, 


Xo = z € R”, (19.17) 


EP b: R} x R7 — R” = : R} x IR” — R” @ IR“! 为 Borel 
可 测 ， 满 足 局 部 Lipschitz 条 件 ， 对 YR > 0,3Kg > 0 使 对 vt € 


olt,z) — e(t DN + b(t, 1) - blt, y)? < Krlz —y (19.18) 
及 线性 增长 条 御 ， IK >0, xF Yre R” R Vt € [0, T] Æ 
let, IP + Ib n)? x KO + Ix. (19.19) 
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证 明 方 程 (19.17) 有 唯一 强 解 . 

注 如 果 我 们 以 C. 表示 指数 o Holder 连续 函数 类 (0 < a < 1), 
以 C, 表示 满足 条 件 (19.14) 的 函数 类 , M C, C C, C 
Uoc Ca 例如 函数 ， cyu, c) u|logul, cy'ul log ul- y1log|log ul] 
等 等 均 属于 Cp- 

例 4.2 W fero, T], 5 TE — EDI ER Jy Ë: 


dX, = f(t)X,-dW,, X, ze R, 0<+ < T (19.20) 








这 里 5 三 0, c(tz) = f(t)z. E f dE [T] 有 界 可 测 ， 则 满足 条 件 
(19.18) 和 (19.19), 因而 有 唯一 强 解 .然而 在 815 我 们 已 经 知道 ， 指 
xo 


Xi e eed | ftw, - Í Pas, OctcT 
0 0 


满足 上 述 方程 . 
例 4.3 考虑 一 维 仇 苹 方 程 : 


{ dX, = -i exp( —2X,]dt + exp(— X, HW, te Ry, 


Xo = a € R, (19.21) 


这 里 b(z) = —1e775, o(z) = e * 虽然 满足 局 部 Lipschitz 条 件 
(19.2), 当 z < 0 时 却 不 满足 线性 增长 条 件 (19.3). BES 


Ce) = inf{t; Wi(w) = —e") (19.22) 
Xilw) = log(Wilw) + ef) 0 € t « C(u), (19.23) 
Wrap Hip Se A ELHER üE: 


AC 4 tAE 
Xi = a — Í 3 exp( -2X, ds + / expí— X, HW, 
0 f 0 


as., t £ Ry, 
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此 时 《 A "MERIT BERI. 
$20. kin UTR SS 8 BJ fz e PE 


这 一 节 我 们 主要 依据 Stroock 和 Varadhan[1] 所 提出 的 对 问题 
来 研究 仇 芯 方程 的 缉 解 . 并且 考虑 更 一 般 形 式 的 方程 : 


dX, = blt, X jdt + e(t, X) -dW tem, (20.1) 


Eh b: R, x W" — R”: R, x W^ — R” @ R°“ Hj 
B(R4) x BOW") 可 测 ， 且 对 vt € R4, 作为 W™” 的 函数 为 BIOV) 
可 测 . 

车 存在 概率 空间 (0,77. P, p 及 其 上 m 维 连 续 适 应 过 程 X d f£ 
Brown i3 W, (E b(t, X.(w)) € £L UR"), a (t, X.(»)) e Z? (有 ”的 
R^,B»*tvte m, 有 


t t 
X, = Xo + n b(s, X)ds + / c (s, X): dW, a.s., (20.2) 
0 0 


JE X 和 W 为 方程 (20.1) 具有 初 值 Xo CS Fo 可 测 随 机 变量 ) 的 
一 个 弱 解 (或 简称 为 解 ). 
4accoc*, Bp $34—1,2,:,m,te R, ,u € Wn", 


a (tw) = Soil (t, w)oi (t, w), (20.3) 
k=1 
M fecum) 
(LP) = Y 6,0) fw) + 1 ; 3. «1689, fold) 
i=1 Éj-i 
t€ R,, “ey. (20.4) 


以 下 定理 表明 , 方程 (20.1) 的 弱 解 的 存在 性 和 一 个 所 谓 拷问 题 
的 解 的 存在 性 是 等 价 的 . 
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定理 20.1 方程 (20.1) KE TESH AE ART: ff THE |a] 
(ü, Z, P. $), 及 其 上 m 维 连续 适应 过 程 X, 使 对 一 切 f e C? (Igre) 


， 

Mf= f(x) - OG) f G6) — (em, (205) 
A YES up RR. 

或 者 等 价 于 : 在 空间 (W, B(w) 上 存在 概率 测度 P, 使 对 一 
HI f € C2(R"), 关于 概率 P 

N = f(w(2)) — flw »-f (Lf)s w)ds, te, (20.6) 
为 连续 (B, OVT Erie. 其 中 o- 代数 流 18, (ym), te R.) 为 
{BWT t e R.) 的 右 连续 化 ， 

证 dt X #l W ARE (20.1) B — T S988. HEREZ, X 
f E CÈR"), te Ry 有 


m “t 
f(x) =I) +: f 40x: 


+ł P [ BOF KAM , M], — ass 


其 中 M, = fi =(s, X) dW, 由 于 (参看 (12.28) 式 ) 


t 
BW, = f a* (s, X)ds (454—122, -,m) as, 
0 


M = f(X) - f(X0) - f (Lf)(s, X)ds 
m d Ü 
-Y S A6 Xf) as, 
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因此 (MZ, te R,) 为 连续 局 部 识 . 

反之 ,车 存在 连续 适应 过 程 X, 使 对 Yf e CHR"), M1 为 连续 
AWR. Xp noc N. S +T, = inf(t; [Xi| > n). qi= 1,2, m, 3€ 
4k f € CURT) 使 得 当 |z| < n 时 有 f(z) = xi (第 i 学 标 ), 于 是 


+. 


Tna At . 
Mi(t)s Xi .— XŠ — f bi(s, X)ds € MÈ. 
Ü 
因为 Tmn to a.s., W£ 
r ` - t r 
M'(t) = Xi — Xš -f bi (s, X)ds c ME, 
0 
i—21,2,-.,m. (20.7) 


类 似 地 ， 对 4j = 1,2,… ,m, 选择 f € CEURT) 使 得 当 jel € n Rf 
有 f(a) = za, 可 得 


xixi _ Xi xi _ y ,X)Xida- y i 
ixi — Xixi Í (s, X)Xjds / (s, X) Xids 
t 
-f a? (s, X)ds € DWE, ijj—1L12,.-.,m, 
Ü 
由 (20.7) 8 É h h 4) SE aR A (13.13) 并 利用 定理 12.5 可 得 


i 
[Mi M?], = f a" (a, X)ds as., t € Ry, 
0 


2 (20.8) 


由 定理 16.3, 存在 (Q, F, P,g) 的 一 个 拓 广 (0,2, P, 3) 以 及 其 上 的 
d E $ Brown 运动 化 ,使 


t 
m= | e (s, X) ' dW, a.s., t € Fy, 
0 
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于 是 由 (20.7) 


X, = Xo + + nmm [e a (s, X) dW 
a.s., te Ry, 


Bp X #l W 为 方程 (20.1) B) — 7 98 88. 

又 若 存在 概率 空间 (0,7, P, 8) 及 其 上 连续 适应 过 程 X, 使 对 
Vf e C2UR"), MI AE g AMA. FERF X.: Q — W" K 
X # (W^, BOW")) Elf) Bx = Po X: 1, Wigi (20.6) 所 定义 的 
NT 关于 概率 Dx 为 连续 (B, 0) RRE. 因此 后 一 等 价 性 是 明 
mW. Ë“ 

在 上 述 问题 的 提 法 中 ， 只 涉及 过 程 X, 并 不 需要 构造 Brown 运 
zh, HÆ (20.5) 或 (20.6) 中 也 不 出 现 随机 积分 ， 因 而 通过 极 跟 运 
算 比 较 容易 ， 这 是 Stroock-Varadhan 方法 的 一 个 显著 优点 ,下面 就 
利用 这 种 方法 ， 在 相当 一 般 的 假设 下 来 构造 方程 (20.1) HRR. 为 
此 ， 要 先 证 明 两 个 引 理 : 

引 理 20.2 3: (X7) 为 m 维 连续 过 程序 列 ， 满 足以 下 条 御 ， 

1? lim, 4. Sup, P(|Xf"| > e) = 0; (20.9) 

2? XjJ—U] T > 0 I e> 0 8 


limsupP( sup Ix? _ xt] > e) = 0. (20.10) 
n s,tc[D. T] 
It— 5| 


若 记 XO 之 分 布 xe 为 Pa (P.) 胎 紧 (参看 附录 C). 

iE 由 Ascoli-Arzelà 定理 ， 和 集合 A C WwW" 为 相对 紧 的 充分 必要 
& 

(a) BEF, BRSE— ULT > 0 8 


sup sup. [w(t)| < oo; 
DESTA 


(b) 等 麻 连 续 ， 即 对 一 切 全 > 0 有 
CN 
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其 中 
Vw)= sup hw(t) — wls)l. 
s,te[O, T] 


[£-a| € h 
由 条 件 19, XE Ve > 0, 3c > 0 XL Vn € IN A 
P. (vo; |w(0) < e) > 1 — £ /2; 


由 条 件 2°, 3] ve > 0 & k € N,3h, > 0 满足 hk 1 0, HX 
Vn € IN # 
Paiwi; VÈ > 1/k} < g /2F+1. 


于 是 


Paf (Yi; VÉ (w) < "i »1- e/2. 


a 
lI 
= 


K. = (uilo(0)| < ) n Í 1h vi (w) < 1/8. 
k=1 
则 K, 满足 条 件 (a) 和 (b), 因而 为 W” 中 的 紧 集 ， 且 


inf P,(K.) > 1 — 8, 


由 定义 C.3, { AH. s" 
2138 20.3 Vk (XU?) 为 m 维 连续 过 程序 列 ， 满 足以 下 条 件 
(i) 47y>0, co0>0 使 sup, EIXE] € co; 
( Jo > 0,ñ > 0 X ck > 0(k € IN) 4X-T—9) ste [0 k] A 


sup E(IX? _ xe] < eit — |tt, (20.11) 
n 


WX) 满 足 引 理 20.2 之 条 件 1° 及 2°, AARS (Pn) SE. 
证 由 Chebyshev 不 等 式 


sup P{IX 人 | > e) < c7" sup E[ XQ |] X coc? 
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Ak 1° 满足 为 证 2°, 不 妨 取 T 为 整数 ， 令 了 = XO. [H 他， 对 
st € [0, T] 有 

E||Y, — Y,|?] € erlt — s^, 
由 Chebyshev PR, XJ 0 «m < pja 有 


a-a — Yn aon —nü 
Pi, max [Yo Yu.ia-2| > 277°} 


2^T 
< > P{|Ya-» — Yrs- ya-*| > 27} 
x=1 
< 2"? Tep27192- 5048) — ce p37n(8-99). 
[Ege > 0 R ó > 0, ESHR ;= jle d) (& (1 + 2/(27 — 1))2 29 < £ DÀ 
及 


oo 
nn -nn 
P| UL ae, ro Yü-132-^| > 2 }] 


a» 
< cy T V 7 2709709) < 8, 


R=3 
记 上 式 左边 事件 为 0, B PG) «6, 且 当 weQ; 时 对 wm > 了 及 
i= 12,- [2^1] 有 
[Yi-» — Yuü-ia-4| € 2777. (20.12) 


E Dr A 0, T] 中 二 进位 有 理 数 全 体 , Fse Dr B i2 í < s < 
(¿+ 2-4, 则 s = i273 + UP 602777, re = 0 Z1. 国 此 ， 当 
td € Q; 时 有 


P H 
IY, - Ya-4 < $5 lv (27 + Xe 77) 
k=1 
— v (i2? + Tt «2757)| < Y 9-G*k)n 
k=1 


o2 
« $ 270+ = 2n 一 1), (20.13) 
k=1 
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# t€ Dr, B (;i—1)277 €t < i27, W di (20.12) 及 (20.13) 有 
IY: — Y,| € |Y, ~ Yig-sl + [Ye — Yin2-i| + |Yi2-; — Yá-ia-il 
< (1-- 222 — 1) 1)27^? < e, 
A st 同属 于 某 区 间 i27, Gi + 1)27), 当然 更 有 上 述 估计 ， 因 Dr 


在 [0, T] FAR, Kt wwEG; 及 Vs,t e€ [0, 了 ,只 要 [s—t| < 277, 就 
有 


Y UU Yal < s, 
于 是 
P( sup |Y,- Y. >=) < P(Q;) < á. 
aitE[O,T] 
|t-s|sz ? 


回忆 站 =X (n € IN) ifj j —.3(e,6) 显然 与 m 无关， 得 证 2^. 8 
下 面 是 本 节 主 要 定理 ， 
定理 20.4 设 方程 (20.1) HRA b Ho E R. x Ww" ER 
连续 ， 则 蜀 解 弃 在 . 
证 对 me N, S 


b,.(t, w) = b(k2 ",w), on(t, w) = a(k? "t w) 
(k27^ <t < (kc 127^, k= 0,1). 


任 取 一 概率 空间 (Q7, P,3) K RE E d 8 Z Brown ii3lj W, XE z € 
R”, ne N, 归纳 地 定义 一 个 m SPE phu XO 如 下 ， 
4. XP = z; EX xor 已 定义 了 XE) W3 re 
[k27", (k + 1)27") E X: 
Xf? = xO) + b(k27^, xO NE- k277) 
tolk”, XD. KW: — Whe2-n) — (k-9,1,---). 


显然 XC 为 以 下 方程 之 唯一 解 ， 


I dX”) = balt X dt + ant, X) -dW te Re (9014) 


XÜ) = xz € R”. 
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因 系 数 5 和 = 有 界 ， 故 存在 常数 c> 0, 使 
lle Ct, w)? + Is (4, w) < e- 


H TXT > 0 É s. € |0, T] 有 
t t 
XË) _ xt) = f b, (u, XU) Jdu + f onlu, XM) dWu a.s., 
wH nd 
t 4 
Ej| xf") _ xt < s£ || f balu, X ?))au| | 
] 


根据 定理 13.13, 可 知 存在 仅 依 赖 于 c 和 了 全 (与 无 关 ) 的 常数 ci, cs 
TH cr, 使 


t 
+8E || f onlu, X (90) a 





t 2 
EIX - x < cilt- sP +e |( Í hontu xac) | 
< erlt — s|’, (20.15) 


注意 到 XP = rz e R”, 由 引 理 20.3( 取 o = 4, 8 = 1), (X€?] 
之 分 布 {P,}》 为 胎 紧 ， 由 定理 CAL 存在 子 序列 (P) BHÉRSUE 
W BOW) 上 的 某 个 概率 测度 Q. BHEE C.6, FERRE 
ig (0,2, P) 及 其 上 的 m xxt X 及 (XO, 使 XO) 之 分 布 
为 PB. (k e N), X438 Q, B5 k — oo BF, XO 以 概率 1 
EARRA- Ska T X. 

4 Z, = Neod, ste) (t € IR). # (20.4) 中 分 别 以 
ca, 和 b. 代替 om b 可 定义 算 子 LO. HT XO 和 XU) 同 
和 分布 ， 而 后 者 为 (20.14) "4 n = mu 时 之 解 ， 因 而 由 定理 20.1, 对 
vf € Ch (Rm) 


f(D) _ A) 一 f nc js, ZP jds, tem, 
0 
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为 连续 S BEES = {F t € R.J; 这 里 实际 上 是 堵 ). 因此， 对 
s«t, f e CIR") R—UV&S S3, BOV) n IRURE vo 
BSE) - f - f. aano duje] 
= m E [ (r9) - AR- f ut ne xmas) 
e] —o 
HE È ERN 巨 的 积分 . 于 是 


Fo — f(Xo) -f (L j)tu, X )du, te R,. 


Jp SOR. 根据 定 理 20.1, X 为 方程 (20.1) BS— ESAE. UN 

注意 在 定理 中 关于 o Mb 的 有 界 性 假定 可 以 减弱 ， 但 必须 对 
其 增长 的 阶 吉 以 限制 ， 以 保证 不 出 现 “ 爆 发 * 现 得 {参看 Stroock- 
Varadhan[t]). 我 们 将 在 下 两 节 对 时 齐 Markov 728 498 HK 77 E (18.7) f 
究 其 弱 解 的 存在 性 和 分布 唯一 性 . 


821， 工 扩散 过 程 


现在 回 到 时 齐 Markov 型 的 伊 茧 方程 : 


dX, 一 (Ta ao — t€ R. 


Í Xo = z € R” (21.1) 


JHBGE b: R> — m”, R" —— RQR 为 连续 函数 ， 设 
a(z) = e(z)e(z)*, 且 对 f € CEURT), $ 


(LG) =F M(e)8 f(s) + Y aH) f). (12) 


i=1 ij—l 
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对 于 这 类 方程 弱 解 的 存在 性 ， 我 们 有 以 下 简单 的 结果 : 
定理 21.1 设 方程 (21.1) f b 和 o 连续 ， 且 满足 线性 增长 
条 件 (19.3), 则 对 任 一 初 值 x € R”, 方程 (21.1) FERM. 
先 证 明 有 关 解 的 矩 的 儿 个 不 等 式 ， 
引 理 21.2 在 条 忻 (19.3) T, # X 为 方程 (211) 的 解 ， 则 对 
Vn € IN, VT > 0, 存在 只 依赖 于 n, K,T EE cl 和 cz, 使 
EXA] € ajent |— (0€t€T), (21.3) 
EX: — X,|?^] < eo (1 + ]x?^)(£ — s)^e** (0 < s, tx T). (214) 
证 令 T = inf(t; |X| > k) (k € IN), EXI— UMS IEEE XT 
证 明了 上 述 不 等 式 ， 信 下 一 3 oo, 由 Fatou 引 理 ， 则 不 等 式 对 X 
也 成 立 ， 故 不 妨 设 XC. 
由 贫 茧 公式 ， 对 te [0,T) 有 


|X, |? = |z| + 2n / ' IX, 2(X,,b(X.))ds 
ü 
t È 
+2 f PAX E(X) 4) +n f X 
D Ü 


+ 2(n — 1(X,,a(X,)X,)/| X,|?)ds a.s.. 
由 条 件 (19.3) 及 X HERA, FOB 49 NMEA 0, 注意 
(Xa bX < IX,IIb(X)] € KA + |X) (X,,a(X)X,)|X,| ? < 
lle X < KQ |X,|2) 及 不 等 式 (1 + jer < 1 +2|2 25, 得 
t 
E| X,|?2"] < lzi?^ + n(2n + 1)K / E[(1 + |X,|2)|X, 2" 2]ds 
< lei?" + n(2n + Dx f'a + 24E[ X, ^ ]ds 
o 
= h(t) +e: f ' EIX, "lds (0 <i <£ T, 
Ü 


Ep (D = lz)" + nln + 1)Kt, o = 2n(2n + 1)K. 由 Gronwall- 
Bellman 513848. 


t 
EX] < h@) +o, Í ei h(a)da, 
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由 此 得 证 不 等 式 (21.3). 
为 证 (21.4), 利用 不 等 式 (a + by2n < 22-1 (a?n + 82) 得 
t + a 
E||X, 一 X,["] = 到 | f BQCG)du + f s (X.) aw, ] 


«sU f woa] «ml f «exa am 
(0 s«t«T), (21.8) 


由 Halder 不 等 式 ， 


ejfe (Xu )du| < (t — syn- f Eb X)?" du 


< (t— Mei E(1 + 1X, |?)^ du. (21.6) 


与 定理 13.13 的 证 明 类 人 羽 ， 由 仇 茧 公式 和 Holder 不 等 式 , 记 M, = 
f; oe(X4)  dW,, 得 


Prism DeL ma eor 
n(2n — 1) Cf =u. Pdu} ^(f ee Kadu)” 


< n(2n — 1)((t — s)EM P) i71 (7 (c f EQ + Xuftdu] um 


GE|| M|?^] 随 t 而 增加 ). 不 等 式 两 进取 n DOR, A GELM,Pn)n 71 
得 
EJIM < [n(2n — 1] (t — s)" 1 K? f EQ + (Xu y^du 
(<s <t<T, (21.7) 
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H (21.5), (21.6), (21.7) Æ (21.3), 可 知 JK > 0 使 
t 
EX: — X77] € Kit— s)7^! f EO + |Xal du 
, & 
< Ki(t— 37 f 2^-1() + IEL X, | )du 


t 
< 277! K (t syn? / [L+ (14 lene "du 
=m K PE a) + (L+ fae (et — e"), 


利用 不 等 式 et ent < c(t — asje {e > 0, t > s), 即 得 (21.4) 
y. d! 

定理 的 证 明 从 定理 20.4 的 证 明 中 可 以 看 出 ， 系 数 的 有 界 性 假 
定 仅 促 用 在 证 明 (20.15). 得 在 线性 增长 条 件 (19.3) F, EERTE 
A (21.4) 中 取 n — 2, 即 得 此 佑 计 式 ， 因 而 方程 (21.1) FERM. 1I 

我 们 已 经 得 到 了 方程 (21.1) 的 弱 解 存在 性 的 基本 结果 但 分 
布 瞧 一 性 的 证 明 却 相 当 国 难 ， 事 实 上 ， 定 理 211 的 条 件 并 不 能 保 
证 解 的 分 布 唯 一 性 ， 为 了 证 明 两 个 解 XA X 同 分 布 ， 即 它们 在 
QW",BÜOvy")) 上 具有 相同 的 分 布 Ex = Bz, 只 要 对 Ya c IN AR 
Oct «x«t, Bre o B, € BIR") dg 


P(X(ti) € Bi, ttt X (ta) € B4) 

= P(X(h) € Bi,- ,X(tn) € Bn}, 
亦 即 

Hx [w(ti) c Bie UY ,w(t ) € Ba} 

= fiz{w(t) € Bit ,u(tu) E Bn}. 
车 事先 已 知 X #ü X 为 Markov 过 程 ， 则 只 须 证 明 它们 有 相同 的 转 

一 般 说 来 ， 样本 连续 的 强 Markov 过 程 称 为 扩散 过 程 ， 但 

在 这 里 我 们 只 限于 讨论 作为 伊 黄 方 程 (21.1) 的 解 的 扩散 过 程 ， 或 者 
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Ú, EH (21.2) 所 定义 的 二 阶 微 分 算 子 工 所 生成 的 扩散 过 程 , AKU L 
扩散 过 程 . 

定义 21.3 可 测 空 间 (wm. BOW"m)) 上 的 一 族 概 率 测度 (P., 
z € IR") 若 满足 以 下 条 件 ， 

1? XX vr £ R” 8 P{w;w(0) = z) = 1; 

2? 对 YA € B(W"),z — P, (A) 为 BR") 可 测 (或 更 一 般 
地 ， 假 定 为 普遍 可 测 ， 参 看 $3); 

3° X Yee Rm ste R}, AC B,W"), B e BUR"), 有 


P,(An [w w(s +t) € B]) 
= Í. Pota {w; wit) € B}P,(dw'), (21.8) 


Wk; Markov $k. 此 时 
P(t, z, B) = P,[w;w(t) € B} (21.9) 
称 为 其 转移 概率 . 


反复 应 用 (21.8), 对 n € IN, Ü c Hh < t£ < «t, E 
By, Bj, -- , B, € BUR), 可 以 得 到 


P;[w(ti) € B, ... ,w(ta) € Ba} 
= 人 Plin zdes) f. Pit 一 iendea) f. UM 
M f P(t, — ta 1, £01. £n}. (21.10) 
B, 
EDE, AAT Mako 族 具 有 相同 的 转移 概率 ， 则 它们 重合 . 


定义 24.4 WE [P,, z € IR?) 为 (wm,B0Owm)) 上 的 一 个 Markov 
族 . 对 tc R,, 4 


Bw S=) N Baw" 


£20 rcH" 
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(BB X -F— 8) P. 完备 化 且 右 连续 化 ) 及 
B.,(W") = e(Uien, BW™)), 

PONV) = (B,OWT),t e Ry}. 4X Vz c R” + e R, 及 BON") 
停 时 r, DAR VA € B,(W"), B e BR) 有 

P,(An [ui w(r + t) € B]) 

- f Py [us wlt) € B)P, (du), (21.11) 

A 
则 此 Markov 族 称 为 强 Markov Mk, 或 扩散 测度 . 
如 果 此 外 ， 还 满足 ， 


4^ X VrceR"EfcCLUR")uUR" 上 二 次 连续 可 微 且 具有 
紧 支 集 的 函数 ) | 


feo) - 160) - Í Gti, — te m, 


为 (Pr BOV7)) VE (其 中 工 由 (212) X), 则 称 为 由 工 生 成 的 扩 
散 测度 , 或 工 扩散 测度 . 取 值 于 R” 的 连续 随机 过 程 ， 若 其 在 WwW” 
中 的 分 布 为 


P) f, Own. 


其 中 {Pr z € R”) A LIRARE, sos Xo 在 再 ”中 的 分 布 ， 则 
称 为 LH 

下 面 的 定理 21.6 揭示 了 强 Markov 性 和 分 布 唯一 性 之 间 的 深刻 
联系 ， 为 证 此 定理 ， 先 给 出 一 个 引 理 . 

引 理 21.5 R, 上 Borel 可 测 函 数 o, 若 对 YX>0 有 


广 e Mplt)dt = 0, (21.12) 
0 


Bi] (t£) —0 ae.. 
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证 HH (2112), H vn e IN 8 fy e "o(t)dt = 0. $ z = 
ce (z) = e(-logz) (0 < z < 1), fd 


/ ^7 (s dz = 0. (21.13) 
ü 


特别 取 x = 1, nón v + [01 可 积 3: 7 [0,1] Efi fas n £4 R. 
满足 o f()v(z)dz = 0 之 Borel 可 测 函 数 f 全 体 ， 则 由 (2113) A 
^ Bá —U i EE. 由 Weierstrass 定理 ， H 包含 一 切 连 续 函 
数 ， 再 由 单调 类 定理 ， C4 包含 一 切 有 界 Borel 可 测 函 数 . 特别 ， 
Vx = Vins] € H(k € IV). 因而 


1 
/ p(z} 30x] (z)dz = 0, 


4 kto, fRuE v = 0 aez, JBP p= 0 aet. ' 

É $ 2 IR: puxuHWETE, A BURT) 上 任意 两 个 摄 
率 测度 o, 和 v2, 只 要 对 wp € A: f e(zha(dz)= f o(z=)u,(dz), 
BUR n = uz, 则 称 为 IR" E ËJ 决定 函数 族 . 

定理 21.6 W (P;,, z € R”} A QW, BOY"y) 上 的 一 族 概 率 ， 
满足 定义 21.3 及 定义 21.4 中 的 条 件 1°,2° 及 4°, W| FR WESS Br 

(G) 对 任 一 满足 1°,2° 及 4° 之 概率 族 (Pr, x € IR") A P, = 
Pl, Yz € R”; 

(i) 对 任 一 满足 15,2? 及 4° 之 概率 族 (Pr, x E R") 有 


IJ [e(w(t))] = 1E; [e (z6(t))] (21.14) 


xF ve e€ R”, te R. E ee $ wa, Hr ë 3 gg" EARS 
NOE, E, E P. BEEORX P. K P WBRA: 
(ñi) 对 性 一 满足 1°.2° 及 4° 之 概率 族 (PL, z € IR") 有 


Ef" e e(u(t))dt. = E e" e(u(t)yit] (21.15) 
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*[ Vz € R",120,5c0Jmu. 

车 上 述 条 件 之 一 满足 ， 则 (P. x € R") 为 工 扩 散 测度 . 

证 G)— (ü) = (Gü) BERRY. 为 证 (说) 一 > (ü), 注意 由 (uii) 
可 得 


f T —OQB,le(o(t)) - Ep Dd =0, VA > 0, 


由 引 理 215 有 Est] = Elle(Qw(t) aet 由 于 
t — IE.[lo(w(t))) Æ, HA (21.14) 成 立 . 

为 证 (让 一 0 及 {Frs € R") 为 工 扩 散 测度 ， 只 须 证 明 它 具 
有 强 Markov 性 (21.11). 因为 对 Vz € IR" 及 f 8 C2 (Tn) 


Mj = f(u(t)) — f(w(0)) — f (Lf)w(s)ds, t€ R. 


X (Pa BON) 莉 且 轨道 连续 ， 所 以 它 也 是 Pr B.V )) S. E 
r 为 有 界 BOV”) 停 时 ， 由 定理 6.10, (MI ¿te R.) 为 (P, Brus 
QWm)) &. . 

4 (BLw)(t) = w(r(w) + $), PeQ(A) = P.(67! (A))B.(W)) 为 关 
FP o 代数 B, (yv) 的 正则 条 件 概 率 ， 由 定理 BS 推论 1 有 


P'(w'w(0)- w(r(w)) —1 aaao[Po， 
XX s«-tEAcB.QV?") 有 
E. (Mí, — Mha) BA(W™) -0 — aa v[P;], 
当然 更 有 
E,[14(M/,, — Mii B (W) =0 aawlP), 
此 即 Mf 为 (P= B, (y) #h. 
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H (21.14), 对 Vp e 6 Zr 


fw) = Í| etu Pala) aap) 
wm wm 

(21.16) 
H T 吏 为 决定 函数 族 , 不 难 由 单调 类 定理 推出 上 式 对 == ls, Bc 
B(R") Wir, BD 


P'"[w';w(t) c B) = Payla; w(t) € B) a.a. wP]. 


但 接 定义 ,上 式 左边 为 Piw {r +t) € B|B.(yWm)), 两 边 在 集合 4 Ee 
B.(W") 上 关于 P, 测度 积分 即 得 (2111) 式 , 于 是 (P, z € IR") 
为 强 Markov 族 . 又 由 于 $ 为 决定 函数 族 ， 由 (21.14) 可 知 转移 概 
$: P(t,z,B) = 已 {w(t) e B} 唯一 确定 ， 再 由 (21.10) 可 知 ， 作 
A BW") 上 的 概率 测度 的 P. 也 唯一 确定 ， 这 样 ， 也 就 同时 证 明 
了 G). EEEE. I 

定理 21.7 已 知 微 分 算 子 (21.2), BERA ble) 及 a(z) 连续 ,并 
选择 连续 函数 o: R” — IR" QR iE olol) = ale) 设 五 及 
c 满足 线性 增长 条 件 (19.3). 则 存在 叭 一 工 扩散 测度 (P, E R} 
的 必要 充分 条 件 是 ;方程 (21.1) 的 解 具有 分 布 唯 一 性 . 此 时 方程 具 
AHE re R” WR X = X(z,t,u) 为 自 z 点 出 发 的 工 扩散 过 程 ， 
其 分 布 为 Pa. 

证 由 定理 21.1, 对 任 一 初 值 x € R”, 存在 方程 (21.1) 的 一 个 
dS. X = X(z,tw). 由 伊藤 公式 ， 对 f € CLURT) 有 


f(X(s,8) - He) — f (Lf) X (e, s))ds 
-f (VfCX (z, s), (X (z, 5)) - aW) a.s.. 


容易 看 出 ,此 解 在 ”上 的 分 布 FP, 构成 一 个 满足 定义 21.3 及 21.4 
rh 15,2? 及 4? 的 概率 族 (P.,z € IR"). 
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X [Br € RT") 满足 定理 21.6 中 唯一 性 条 件 G) (BE (N), 
或 (1i)), 则 显然 方程 (21.1) 之 解 具有 分 布 唯一 性 ， 反之， 若 方程 
(21.1) 之 解 具 有 分 布 唯 一 性 ， 则 对 任 一 满足 条 件 1°.2° 及 4° 的 概 
率 族 (Pl! € R”), 可 以 像 定 理 20.1 的 证 明 中 那样 , 证 明 存 在 概率 
空间 (W™,B0OV™), PL, B30Vm)) 的 一 个 拓 广 G, F, E.,8) 及 其 上 的 
Brown 运动 W. WEG X,(G) = (mG)(t), 则 (X, W) 为 方程 (21.1) 
的 一 个 解 ， 显 然 X 之 分 布 为 形 ， 由 分 布 唯一 性 的 假定 ， 我 们 有 

一 六 对 ve 有 ”成 立国 而 定理 21.6 之 唯一 性 条 和 件 G) 满足， 

BU£gdEME— LPEE. a 

下 面 举 几 个 例子 ， 

例 4.4 WEL-IA ACH Laplae Sf. JB] b=0,a=0 = I 
Àj mx m Ir XBPE. 方程 (21.1) A dX, = dW,, Xo = z. 显然 , 它 的 
解 具 有 分 布 唯一 性 , 因而 算 子 LA 生成 唯一 扩散 测度 IP. > € IR], 
BBB z € H€" HRR m HE Brown i&slbf z + W 在 Ym 上 的 分 
布 ， 因 而 此 时 工 扩 散 过 程 就 是 Brown 运动 . 

例 45 Wa (a2)ici;gm A mx m IERE, 对 称 常数 矩阵 ， 
c = a!" Ha ZEMER, B= (Biisijam X mxm EROR 
B. 对 feCPURTU) 2 


(Lf)(z) = = Y aað; f(x) — > Biz! Oif (z (21.17) 
255 了 一 1 
此 时 b(z) = 一 Bz, 方程 (21.1) 化 为 
dX, = —AXidt--e.dW, | Xo—zc€ IR", (21.18) 


显然 此 方程 存在 唯一 强 解 ， 甚 解 的 明显 表达 式 为 
X, =e e+ f ept- dW, teRi, (21.19) 
0 


其 中 
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ERE, 224 Y, = =+ fi ðo. dW,, 则 X = e tY, HF BE 2: st 
dX, = -fe BtY,dt + e "dY, 
= —BX,dt + e ' dW, 


BEA Xo = Yo = z. ák (21.19) 为 方程 (21.18) 之 解 . 24 m= 
1,8 0,0 > 0 时 这 就 是 Langevin 方程 .其 解 (21.19) 为 Ornstein- 
Uhlenbeck 速度 过 程 ， 显 然 它 是 一 个 Gauss 过 程 . 

习题 4.2 W Ao, Ai 42 Aa 为 m x m 可 交换 常数 矩阵 , 
对 了 E CERT) & 


(Lf)(z) = ;> (Eas) Quy 9,8; f (z) 
* S Moje à f(x). (21.20) 


j=l 


证 明 对 d HE Brown 运动 W, & ze R” n ER — LERES 


d d 
X, = z exp Í (Ao 一 23, Al) + Y AW), 20. (2121) 
k=1 k=1 


( 提示 : QY: = exp Í Ek AWE}, 
Xv zexpl( As - 3X. A2)t RA: RE R 2: \ 式 ). 


022. 漂移 变换 各 分布 唯一 性 


# 815 中 ,我们 利用 指数 著 研 究 了 概率 测度 的 变换 问题 ， 得 到 
了 Girsanov 定理 , 应 用 这 种 变换 , 可 以 将 一 个 随机 微分 方程 的 漂移 
系数 加 以 改变 ， 因 而 这 种 技巧 又 称 为 漂移 变换 或 Girsanov E. 

首先 我 们 对 定理 15.3 作 一 些 推广 在 定理 15.3 中 ， 曾 要 求 指 
Hh 2 为 一 致 可 积 ， 概 率 测 度 Q 关于 PANER. 现在 取消 这 个 
限制 ， 但 要 假定 概率 空间 (0, ,PP 装具 有 如 下 的 概率 开拓 性 质 : 
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(A): GE vt e Ri Qi 为 (Q, Fo 上 关于 P 绝对 连续 的 概率 
测度 ， 且 满足 相 容 性 条 件 : 


a <t => Qh|=, = Qa, 


ME (0, Fo) 上 存在 瞧 一 概率 测度 Q, 使 对 Vt € IR. Ql =Q. 

注意 ， 此 时 未 必 有 Q < P. 

Bin, 34 Q 为 完备 可 分 距离 空间 时 ， 上 述 性 质 满 足 . 我 们 在 讨 
论 随 机 微分 方程 解 的 分 布 时 ， 总 可 以 考虑 其 轨道 空间 yum 或 wg, 
或 其 胀 积 室 间 ， 因 此 我 们 不 芒 假 定 只 本 身 即 具有 这 种 性 质 . 

定理 22.1 设 概率 空间 (0,7,P,$) 具有 性 质 (4).M 为 连续 P 
mM, H 


Z, = exp [M - zIMY.), tc R4 
A PAM. ON V; c R A 
F 


则 (R, Fo) EFEMERE Q, 使 对 vt e IR, 有 Qiz, = Q- 
3j NNQe€94$ (P) 


Ñ, = Ni; — [N;, M] (i= 1, 2), 
则 NK, Ñ, € Miel), H 
[N,, Ñ;)9 = [Ni, Na). (22.2) 


# N e me (P), H €L? (N), X = f H.-dN, Ñ = N-— N, M), 
Bj H < cLQN), E 


X= X -IX,M]= J H . aN(Q), (22.3) 
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其 中 最 后 一 个 积分 是 在 Q 测 认 下 计算 的 随机 积分 , 

$ MF X-[X,MJ] = [HdN — f Ha[N, MI( 习 题 2.11)= 
JH dÑ (P), 故 (22.3) 表明 ， 作 为 半 蒜 的 随机 积分 的 了 五. aÑ, R 
论 是 在 PP 或 @ 测度 下 计算 ， 都 是 没有 区 别 的 . 

证 Sci F € Z, C Ze, WI 


| q.) - f z.aP - | zap= quy, 


因而 Quz = Q,. 由 对 空间 所 作假 定 ， 存 在 叭 一 开拓 Q. (22.2) 的 
证 明和 定理 15.3 的 证 明 完 全 类 似 . 又 由 习题 2.11 及 (22.2) 可 知 ， 


X, N,]8 = [X, Ni] = f 9a. va 
= f nai Re, 


其 中 Ñ, = Ni 一 [Ni, M]. ELLE 2.11, 随机 积分 f H -aN(Q) 是 
使 上 式 左右 两 边 相等 的 唯一 过 程 X e 9, (Q), Bt X = f H - dÑ 

:由 

ZEPS (21.1) 和 微分 算 子 (212), HP b: IR" 一 + R”, 
e: R” 一 一 R” @ I° 为 有 界 Bore 可 测 . BETE c: R” — R” 
为 Bored AW, Bí (c(z),a(z)e(z)) BFR. 

再 考虑 另 一 个 伊 茧 方程 ， 


Í dX, = (b( Xi) + a(X,)e(X,))dt + e (X) ` dW.,, tc R, 


Xo = z € R” 
(22.4) 
和 与 之 相 联系 的 微分 算 子 ， 
(Lfa) = (L f)(z) + (a(z)e(z), V f(z)) 
= (Lf)(z) + 3 a” (z)e;(z)8, f (e), (22.5) 


j=l 
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45 EB 


我 们 有 以下 结果 : 

定理 22.2 EHE (21.1) 的 系数 上 和 oo 有 界 可 测 ， 且 存在 
Bore up Ee: Pm — 5 R", 4 (cfr) alel) 有 界 . 则 方程 
(21.1) 的 解 和 方程 (22.4) 的 解 存 在 一 一 对 应 关系 ， 更 精确 地 说 ， 若 
QW, BW"). 上 存在 概率 P, 为 前 一 方程 蒜 问 题 的 解 ， 则 存在 概率 
Q, 为 后 一 方程 拷问 题 的 解 此 外 ， 对 Vt < IRL, Æ BON) 上 有 
Q < P, B 


t 
dQ -exp{ f (e(w(s)), dii(s)) 


dP BOT) 


- š f tet) aote], m 


其 中 @(t) = w(t) — w(0) — f b(w(s))ds. 
反之 , # Q 为 后 一 问题 的 解 , 则 存在 概率 P 为 前 一 问题 的 解 ， 
Bow yte R, $ 


dP 
SG loe ^re o Í (ets amt) 


1 
- z Í ew aeto)cteo))as]， " 


其 中 T(t) = wt) — w(0)— n (b(w(s)) + a(w(s))c(w(s)))d. 
证 PARAE, BI Vf e CzR") 


t 
Xf = f (wlt) — f(w(0)) — f (Lfws)ds, t€ R, 


为 (P, Ba (OVT) RARR. 如 同 定理 20.1 的 证 明 一 样 (参看 (20.7) 及 
(20.8)), 可 以 证 明 ÜE mt. UP), B xf j= 1,2,4 SIR 有 


£ 
t a= f dtte “as, (22.8) 
0 
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Mz / (clw(s)),di(s), t€ Ra, 


则 


(M = Y; / ci (ao(8))c; (w(s))d[G?, i], 


ij=l 
- / ' ( Y acies) (wls))ds 
&j-l 
= fe ac)(w(s))ds. (22.9) 


记 Z, = exp (M 一 iM). 因 (c, ac) EA, kk Novikov 条 件 (15.17) 
Wir. Z WWE b PE. 
XT vt e RR, F eB, $ 


Q:(F) = 上 Z,dP, (22.10) 


由 定理 22.1, 存在 唯一 开拓 Q, 使 对 vt e R. 有 Qis uo; = Qi 因 


此 (22.10) 可 改写 为 
dQ 


dP Be(Yy ) = 


此 即 (22.6) 3X. MHE Q AAAA, BDOSE V7 E CRUR™). 


Ži, 





t 
ù 


Xf = f(w(t)) - f(w(0)) — f (Ef)w()ds tem. 


为 连续 (Q, BL ON) RR. _ 
但 我 们 已 知 XI e Smp (P), 注意 到 (22.5), 为 证 X7 = 9t (Q), 
Hr BE BJ 


X1, Mhe fatte), VoM as Qn) 
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(因为 此 时 有 X = x! 一 [Xf, M], 由 定理 22.1, X7 E m, (Q)). 3t 
# ge C2R"'), 使 得 当 [| < n 时 有 gle) = z°f(z) (i = 1,2,» ,m 
i 
ut (t) f(w(t)) — w (0) f (w(0)) — f (b f (u(s))ds 


- f woan- f (397) 7) (ds 


(22.12) 
为 连续 P ARR. (Hh opt) 23 31 ARAS 
wi (t) f (w(t)) = w*(0)f (z6(0)) + f féw(s))du? (s) 
+ f | w(s)df (w(s)) + [X Z, G], a.s., (22.13) 
Ü 


因为 XI 和 e 分 别 为 f(w(D) 及 wi(t) 分 解 中 的 局 部 装 部 分 ,比较 
(22.12) 及 (22.13), 并 注意 到 


[ fe )du'(s y Í fiulet (ws)ds 
= Í oa (a) e Msc P) 


以 及 : 
# í 
f u (adf (Colo) — f wf Qf Gode 
Ü 0 
- n uš(s)4X € 90g, (P), 
L] 
利用 定理 12.5 可 得 
XI |, = 59 f | w(s))d aSa 
Í ] = Í (Zea )ewts 8 
i—1,2,-.,m, (22.14) 
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因此 
f v f f i 
IX MM e; (w(s))d[ X u], 


= f ( ae,8; f) (w(a))ds a.s., 
Ü `;j=1 
些 即 (22.11) 式 ， 于 是 Q 为 (22.4) 的 解 . 

为 证 后 一 绪论, 只 须 将 (22.7) 右边 的 过 程 记 为 Ye 注意 到 G(r)— 
W(t) = fo(ac)(w(s))ds, 而 根据 定理 22.1 的 注 ， 作 为 半 鞭 的 随机 积 
分 , 在 号 及 昌之 下 计算 | 是 没有 区 别 的 ， 因 此 有 ZY, = 1. HER 
过 来 的 结论 也 成 立 ， 昌 

利用 漂 称 变换 方法 ， 在 某 些 条 件 下 ， 可 以 将 弱 解 的 存在 性 和 分 
布 叭 一 性 问题 简化 为 漂移 系数 为 0 的 情况 . 例如 ， 有 以 下 重要 推 
ie: 

推论 设 a,b 有 界 可 测 ， 且 a 为 一致 正定 ， 即 存在 9 > 0, 使 
对 Yrz,ye H^ 


(y, a(z)y) > nll". (22.15) 
考虑 方程 (21.11) 及 以 下 方程 
dX, = a (Xi) dW,, Xo = z € R”, (22.16) 


则 当 且 仅 当 方程 (22.16) 存在 ( 依 分 布 唯一 ) 弱 解 时 ， 方 程 (21.1) 存 
在 ( 依 分 布 唯 一 ) 弱 解 . 

证 只 须 选 e(z) = —a(z) lb(z), 此 时 bir) + a(z)e(z) = 0, + 
是 方程 (22.4) 4.73 (22.16). 由 定理 22.2 Bpfg. 1 

习题 43 证 明 以 下 方程 ， 


dX, -b(Xj)dt-4dW,, | Xa = z€ R" (22.17) 


FE ( 依 分 布 唯一 的 ) 弱 解 ， 并 构造 此 解 ， JErh b: RW — R” 为 
AA Borel nj # p& 3Ç. 
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下 面 我 们 将 给 出 方程 (21.1) 的 解 具 有 分 布 唯一 性 的 一 个 充分 条 
ff. Xt, SEGUE Brown 运动 有 关 算 子 的 一 些 性 质 ， 令 


pelz) = (2mt) 2 exp(—|z]?/2t) t> 0, ze R”, 


bo 
ulz) = f e Mp(r)d A > 0, z € R”. 
0 


对 p> 1, feI?(R"), 令 


Tn)= ,pie vay t>0, 


Ra f(x) = F e tT, f (z)dt 
= f(yyua(z — y)dy, À> 0. 
mnm 
根据 Young 不 等 式 ， 若 f € L'(IR"7),g € PR) p2 1,q 2 1 B. 


pc-gq21 WFA g EXER fg c LUR”), Rab r" = 
pi-q?-LH 


Hf * gliz- S Hf lies dollzs- (22.18) 
此 处 令 7=p,a = 1, 可 得 
lz = |f * Pilze < [file || |z: = flies, 


因此 (T,, t € Ra} 为 LPUR") 上 的 线性 工 子 压缩 半 群 ，{R 和 > 0) 
XEGAHT. B 
IRAI < >- (22.19) 


车 p> max(1,m/2), $ 41 —1—p^, Wh Holder 不 等 式 有 
(Raf € llf les leals 
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但 由 于 区 (1 一 i) = mp < 1, 


uale < Í eedt 


e 
< ef e^ Elide < o0, 
0 


其 中 e 为 常数 ， 故 存在 只 依赖 于 p 和 m 的 常数 cpm, 使 对 Vf < 
L((R")EzeR"4 

IRA f(z)| < e, a l|f |z. (22.20) 
容易 证 明 ， 对 f ELUR”) 有 Rf EDR”), 二 次 可 微 ， 且 


AR f(z) — f(z) = g^ Ra f) ae, (22.21) 


EH LAR, 为 LUR”) 上 的 有 界线 性 算 子 . 更 进一步 可 以 证 明 (fl 
如 参看 Stem[1]), 存在 只 依赖 于 p 和 m. 的 常数 Cas 对 一 切 ij = 
1 2 ,rm 有 
| 8/8; R, fll zs < S. ler. (22.22) 

我 们 有 以 下 关于 分 布 唯一 性 的 重要 结果 ， 

EH 22.3 ita = co" AREE, ARER, b AA Borel 
可 测 ， 则 方程 (21.1) BJ R 8 2rd nE— k. 

XE 由 定理 22.2 的 推论 ， 不 妨 假 定 b= 0. 此 时 


(Lf) )=3 P» z)8;8; f ( (22.23) 


由 定理 21.6 及 21.7, 为 证 分 布 唯一 性 ， 只 须 证 明 ， 若 (P.) 及 {P 
3 (We, BOV™)) 上 两 族 满 足 定义 21.3 及 21.44 m 15,2? #l 4° 的 概 
率 测度 ， 则 对 ve e CURT) 有 


五 -| f Ë e-^ (w(t))dt] = E; | / B e^ e(w(t))dt] 
(z € R”, À > 0). (22.24) 
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首先 假定 存在 £ > 0, 使 对 Vr € R” E iJ = 1,2, ‘m 有 
la? (z) — &i| € e. (22.25) 
由 假定 1° X4. ocCLURT) 
E, [o(w(£))] = p(z) + / E. [(L) (w(5))]ds, 


对 和 > 0, 两 边 乘 以 e, x t JA 0 到 oo 积分 ， 并 以 ua (e) 表示 
En] /eplw(s))dt], 得 
Apa(e) = plz) 十 nx (Lo), 


将 o 看 作 LPURT) ERREZA, MAME (Av) 得 
BA Qe 一 Zag) = p(x) + pa (ze - 5^e); 
A he CRCR"), 4 e = Rah, 由 (22.21), 上 式 化 为 
nalh} = Rxh(z) + n (Kh), (22.26) 
其 中 
Kah(z) = (z 一 Za) Rh2) 
- POG — 64)8,8; Rah(2). 


344 p > max(1,m/2) Bj, EB (22.20), (22.22) 及 (22.25) 可 得 如 下 估计 
x 


£ 


zm p,m lea les zo s (22.27) 


IA (91 < es mv no + 
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其 中 leale = suppos alel 如 果 我 们 证 明了 laale < oo, RU 
H (22.27) 可 知 ， 当 Q 足够 小 ， 以 致 1 一 mep,m > 0 RJ, EC 


E ~ —1 
lx] zs < Cpa (1 _ 2 8a.) . (22.28) 


WERKE [ell < co. 由 假定 1° 及 47, 如 同 定理 20.1 的 证 明 
WË, "DEw-cremL()HIUESGGEBUEOS f[iau(w(s))ds, 
因而 由 定理 16.1, 存在 d 维 B,(Vy ^) Brown 运动 W, 使 


t 
wt) = > +f e (w(s)) - dW,. 


Xpne we 


VG) = u(k2 " ^n), k27" < t < (k + 1)27^, 
k= 0, 1, Wu 


t 
Xi" (w) = = «f c (Yi) . dW,, 
o 


Wy XC) 之 分 布 P, 34 n — oo 时 收 敏 于 P., 因而 对 v € COURT) 
有 


ne) = E| f e o(X f? yat] — nx (e). 
因为 对 一 切 n 及 k, 在 正则 条 件 概率 
EP, (:|B,;;- T (yv) 


T. {w(t), k27" < t< (k+1)2"") 是 一 个 4 维 Brown 运动 经 过 常 
数 矩 阵 a(w(k277)) 线性 变换 而 得 到 ， 由 (22.20) 可 知 





WA = sup [s [ | sea) < oe 


lel <i 
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于 是 对 u$, 不等式 (22.28) R. $ n — co, H Fatou 引 理 得 证 
(22.28) 对 jo BRY. 
对 于 DEL) 同样 讨论 ， 得 


uy (h) = Rahla) + py OA). (22.26') 
比较 (22.26) 式 ， 得 


(ux — i (h) = (ux — BANKAR), 


但 
上。 < 2m? &, s B| r>, 
因此 
AP. (ux = HA PY < jm pim i (ux ~ po) 
xk c 足够 小 ， m2ep,m < 1, 由 此 即 得 


mlp) = ui(e) ^ Yee CR"), 


JE BD (22.24) 式 ， 

为 除去 条 件 22.25) 的 限制 ， 首 先 注意 在 (22.25) 中 ， 单 位 矩阵 
I = (8,5) 可 代 之 以 任 一 正定 常数 矩阵 c = (07). 若 存 在 常数 9 E T, 
满足 0 < n < ñ < so, (EX Yy € R 有 


niy? < (y, ey) < ñiyË, (22.29) 
则 = 可 选 得 不 依赖 于 c( 只 依赖 于 ? R 9). + 
(w) = inf {t; max ja (w(t) — a” (w(0))| > e}, 


1£i 
则 7 为 B,(V") 停 时 ， 对 任意 停 时 9, 令 
ws (u) = w(8 ^u); 
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车 8 as dm. + 
wg (u) = w(8 + u). 


由 定理 6.10, XJ A e BW) 令 
P, (A) = P,(u € AIB&(W")), 
则 对 (Pa) aa-w, P, Sie fF 4° 及 
B, (u'5w'(0) = w(8)) = 1. 


由 前 面 讨 论 ， 我 们 有 


P,(w; € A = Pru € A}, z ER™"™,AE BW™), 


记 上 述 值 为 p(z, A), 并 归纳 地 定义 


TÜ (w) = 0, 
Ti (an) = r(w), 


T2(w) = Ti (w) + T(wt ), 3 on(w) < co, 


rea (0) = Tal) + ruS), E z(a) < eo, 
则 r.(w) f oc. id 
(dao) (u) = wr + u) ^ Tayi), 
设 A, € BOW) (n € No), M 
P; Tuy; Gow € Ag piw € Ai, nw € An} 
- f, ros dus) f. Por) dus) a 
J psi rui) dun] 


= PL(w; pow € Ap, $1w € Ay NES Anh 
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因而 有 P; = P,- I 

由 定理 可 知 ， 当 alz) = c(z)e(2) ARER, — KEE, b(z) 
有 界 可 测 时 ， 互 扩散 测度 唯一 地 存在 ， 此外， 由 壮 存 在 唯一 强 解 蕴 
会 分 布 唯一 性 ， 故 由 定理 19.4, 当 b(z) 和 olr) 满足 局 部 Lipschitz 
RIF (19.2) 及 线性 增长 条 件 (19.3) 时 ， 工 扩散 测度 唯一 地 存在 . 
X m= d=1 bf, 还 可 以 利用 定理 19.5 得 到 更 弱 的 条 件 . 


823. 随机 微分 同 胚 流 


考虑 常 微分 方程 ， 


dé, = b(é,)dt, | Qo =rẸ R”, tE R, 


其 中 系数 b: R” — R" 3 Lipschitz 连续 ， 容 易 证 明 ， 其 唯一 解 
dbi = di(z) 具有 以 下 性 质 ， 

1? Xf Vt, $,: R” —9 R" AREER (I ó, 同时 为 单 射 及 
WH, o: Borl 连续 ); 

2° ġ=], 且 对 Vs,t 有 Ps ° Ps = Patti 

3° (t,z) — dz) 为 IR x IR" — R” 的 连续 映射 . 

{nt € R) 称 为 由 此 方程 (或 由 向 量 场 b) 产生 的 BEL. C 
系数 具有 更 光滑 的 性 质 ， 则 ó, : R — R" Aa IIBER (Bl ó, 及 
$: ` 均 可 微 的 同 且 有 映射 ), 称 为 PR ED EE DR. 

现在 考虑 随机 微分 方程 (21.1)， 假 定 系数 满足 Lipschitz 条 件 
(19.1), 则 由 定理 19.3 可 知 ， 此 方程 有 唯一 强 解 X = X(z.t,w) = 
$(z,t,W.(w)) 我 们 权证 明 : 对 几乎 所 有 v, 一切 t 02 — 
X(r,t,w) 是 R” — R" WE, (x,0,w) = z, BH. X,(&u)o 
Xu) = XV), Bl X(X(z,t,u), 3,80) = X(r, stt,w), AP 0, 为 
推移 算 子 . 若 系数 天 次 连续 可 徽 , 且 一 阶 偏 导数 有 界 , 则 它 是 Ce 1 
级 微分 同 肽 ， 称 为 随机 微分 周三 流 . 

随机 流 的 概念 首先 由 Elworthy 引进 ， 一 般 有 三 种 构造 方法 : 
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1? 把 状态 空间 从 R” PES pie IP eto t s] ER FJ pR EE jr RE 
G, X xL RE E G 中 的 随机 微分 方程 ， 可 直接 得 到 一 个 如 fB Bd 
机 过 程 ， 即 艇 机 流 ， 这 种 方法 可 参看 Elworthy[l]. 

2° 用 分 段 光滑 曲线 去 通 近 Brown 运动 轨道 ， 用 通常 的 常 微分 
方程 去 通过 随机 微分 方程 ,通过 极限 过 程 来 构造 随机 流 . 这 种 方法 
例如 可 参看 Malliavin[2] 和 Ikeda-Watanabel[1]. | 

3° 利用 伊 茧 公式 得 到 随机 方程 解 的 LP 估计 , 利用 Kolmogorov 
关于 随机 场 章 连续 修正 灸 及 代数 拓扑 的 基本 事实 来 证 明 间 年 性 质 ， 
从 而 得 到 随机 流 . 这 种 方法 可 参看 Kunita[12,3]. 

我 们 下 面 采 用 Kunita 的 方法 ， 为 此 先 证 明 一 些 引 理 ， 

引 理 23.1 设 仇 车 方程 (21.1) 的 系数 5b 和 o 满足 Lipschitz 条 
ft (19.1), X = X(z,t,u) 为 其 唯一 强 解 ， 则 对 pp 之 2 及 宁 >0, FE 
常数 cur, 使 对 一 切 x,y € R” 有 


E| sup. (nt) - XGSF| < carle = yP, (23.1) 


E||X(z,s) — X (y, tP] < enrile — yl? + |s — 17/2) 
(0 < s, t < T). (23.2) 


证 ”由 于 
t 
X(z,t - X(g.t) = z y+ / (B(X (z, 8)) — B(X (y, s)))ds 


+ f (e(X(z. $)) — olX(Y, 8))) - dW,, 
Ü 


sup |X(z, s) — X(y, s)| 
Daet 
t 
<lz -y| + f Ib(X (z, 8)) — b(X (y, s))lds 
+ sop | Í (e(X( 9) - et) d 
üzsst'Jü 
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利用 不 等 式 (a--b4-c)? < 397 1(aP--bP-EcP) 及 命题 13.12 和 Lipschitz 
条 件 ， 可 知 存在 只 依赖 p,T, K 的 常数 co 使 


Ej sup |X(z,5) — X(y, $)]*] 
Üzact 
t 
S377! |z — y|? + co f E| sup |X(z,u) — X (y, u)|”]ds, 
op Lh 


由 Gronwall-Bellman 引 理 ， 即 得 估计 式 (23.1), (23.2) 的 证 明 类 似 ， 
窗 作 习题 由 读者 完成 . 

习题 4.4 EHR (23.2). 

为 了 得 到 映射 (z,t) — X(z,t,u) 的 连续 性 ， 我 们 要 对 Kol 
mogorov A T XE ft 4 IE B5 iz 38 fE— 348]. 

28 23.2 Wo X ú 3 R. 人 
p(0) = v(0) = 0,W(oo) = o0; 巨 为 一 赋 范 线性 空间 ，a € IK, B(a,r) 
= {z € R"e — a| < r) 为 以 a 为 心 以 r 3E $88 E RR. 

车 映射: RW" 一 E Bar) 上 强 连续 ， 且 存在 常数 ec>0 


使 
(um fl 
L. r) Lu 7) PES yl) ole y mes se, (23.3) 


则 对 vz,y € B(a,r) 有 


qme 


o-se |” (inus). a 


y2 ym 


其 中 
g"|B(z,g)nB(ar)| — Q 


= inf 
zE&B(a,r) m 


(1: | 表示 再 ”中 的 Lebesgue Bi HE). 


证 令 
_ ife) - ftl 
r= f. aa y) a 
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设 z,y € Blare žy. $ p= |z- yl, 2 zo € Blan NBh + 
y),o/2), t 

I(zo) < eat fyo” 
(由 于 sa {edr € c, 这 样 的 ze 总 存在 )， 4 wo = oro. 若 已 选 好 
T. A Æ yan REX Sn-1 Æ tr-1 使 


1 
(S51) = zella- — z]|), 


(4-1) = zeli — v) 
并 选择 z, € B(T, 1, i) Blar) Ë yn € Bly, 1, 3) N Blar) 使 
Fan) < c2" 5 ye i; Hyn) € c27 11 Itt, 
(zs) -fiend o 27H Gi) 
Ceca) S Bum 
ls) — FG DY — 27 Ea a) 
Cru ) S Hu 


(根据 选 zo 及 yo 同样 理由 ， 这样 的 z, K y. 总 存在 ). 注意 p(sn) = 
deljen — z]) < jelsa) M sn 10. XXE n 2 18452 = 0) A 
le 


m+ 
Jus en een -= zn-1)) 


155-2 


lifts) = f(n) < v7*( 


qm. 
za xam g(|z« — x«-11), 


因 29(ss 1) = plen- — z|), EX esi < 2|z,,—1i — |, 


e(|r, — z4-1]) € e(2|z,-1 — xl) = 2w( 5a 1) 


= (etes — ye(ss-1)) < Aelen) ~ elsn)), 
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于 是 得 到 





-— 
lero) = fen < 67 Cr ~ Olen) = Plan) 
< dU a n € N, 





qium 
对 n 求 和 得 
MG) - fao) «4 / PE (E) tet. 
同样 讨论 可 得 


|ü) — fro) < 4 人 (stet 


TE fir (23.4). 1 
引 理 23.3 W (X(z) rz € R”) 为 取 值 Banach 空间 吾 的 一 
族 随机 变量 (随机 场 ). 若 存在 w > 0, Sp AE to. 0 


E|[|X(z) - XW] selz y^? (z,y € R"), (23.5) 
则 存在 等 价 形 (X(a), r E R”™}, Xf Yr € R", £ X (z) = X(z) a.s., 
H z X(z) 为 强 连 续 a.s.. 

WE XP Vn e JN, DJ X) 表示 (X (k277); ke Z=) dE IR? EF 
的 线性 开拓 ， 不 难 证 明 3 = tla, p,e), 使 


EX (2) - xC) (P| < € lz — +e, (23.6) 


4 p-—pi(2m-rae/2). H (23.6) FE d = (m. ë) ff 


(n) (ae (n) 
sup IE [/ I (E -X DA uj dzdy| < c? 
B(9,r) J BỌ, E. e —yle 
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取 ylu) =u”, plu) = u^, H3138 23.2, 若 上 式 方 括号 内 式 子 不 超过 
m 则 对 Yey € B(0,r), 有 


X (z) - x "(yy < Kae — yle, 
其 中 五 为 依赖 于 ap 及 m 常数 .此 即 


IX 9? (2) - x (yy 


< Ky”, 
zy B(0,r) |z — y|^/?r 
zz 


上 式 左 边关 于 n HH. h Chebyshev 不 等 式 


[X 0 (z) XO) 
Pi sup su TOM OOOO < KP 
{ n ze BO) |z — y|*/2P OT j 
my 
fpa 
>21- 2 


由 于 oXO(k277)— X(k27") M Yne N E k € ZZ" jr, XU ass. 
T B(0,r) —S% rak T SE Se Sk X, HB X # B(0,r) 的 上 述 格子 点 
Ef X HG. BI z- | —— 0 RU IEl||x (z) - Xil] 0, 
所 以 对 Yz € B(0,7), 有 X(z) = X(z) as, 既然 > 是 任意 的 ， 故 引 
HHE. E 
习题 4.5 ”应 用 上 述 引 理 证 明 Brown 运动 的 局 部 时 Lito) fF 
在 关于 (ta) 二 元 连续 的 等 价 形 . 
(提示 : 利用 (17.12), 只 要 证 明 随 初 积分 ， o 16 3 (W.)dW, 在 
在 关于 (ta) 二 元 连续 的 等 价 形 ). 
由 (23.2) 式 及 引 理 23.3, RÆR p 2(m + 1), 立即 有 以 下 定 
H. 
定理 23.4 EDE (21.1) 的 系数 满足 Lipschitz 条 件 (19.1), 
X = X(z,t,u) 为 其 唯一 强 解 ， 则 存在 X 的 等 价 形 X, 使 对 aaa, 


(zz 和 X(z, tw) 
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为 RT x Ry — R” WERS. 

此 后 ,我 们 总 选 此 昔 价 形 为 方程 (21.1) 的 解 . 于 面 讨论 当 上 > 0 
固定 时 ，z 一 X(r,tw) HARET. 首先 要 证 明 它 是 连续 单 射 ， 
为 此 将 上 述 不 等 式 由 p> 2 改 为 一 般 的 a E ROLA f (8D. 以 下 
均 假 定 方程 (21.1) 的 系数 满足 (19.1), E X = Xz, ta) 为 其 上 唯一 
解 ， 对 aaw, 关于 (x,t) 为 连续 . 

引 理 23.5 3€ T > 0,0 € R, W| Icar < oo, XE Yeye IR E 
t € [0, T] # 


EX (zt) — X (y, 01^] € carle — yl”. (23.7) 


证 38 z e R^X {0}, 4 f(@)= lel. Wl afla) = alela, 
8;0; f (z) = ajr ?5;;--o (n - 2))z|* z z; Ht m X y, 0 < z < |z—y], 


4 
Te = inf(t; [X(z,t) — X(y,t)] < €), 


Zi = X(T, Te A — X (P, Te ^t), te Ry, 


由 仇 芯 公式 可 知 


ake yr -a f MI BC )) — 8C 9). 21) 


-$[ Vas des - os o)? 


+ (o — 2)(e Qt (e, 8)) — e (X (v, 9) ZEPIZE -2ds 
为 连续 靳 ， 故 由 Lipschitz 条 件 知 看 在 c = c(o, m, d) 使 
E Z |“ r—ul?-rc IE ZE|*]ds 
(iZel*] < le — gl? + / ||Zz|eJds, 
由 Gronwall-Bellman 5| 


BIZ T] < |z — y|“ e°, 
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4 =£ L0, M| re t > m inf(t > 0; X(z,t) = X(y,t)), 得 
EE] X(z,7 ^ t) - X(y,T At] € ey — yl. 


E&o--1,nf 7 =œ a.s., W£ (23.7) ERE. 8 

JES|BB3EBH, 34 z Z oy BJ, XJ VC 0 8 X(z,t) # Xt) as., 
为 了 证 明 此 例外 集 并 不 依赖 于 z v, 我 和 们 需要 以 下 引 理 ， 

引 理 23.6 H t>0 R z. € PR” z Z y, £ 


nit, z, y) = |X (z,t) — Xy, T}, 


则 对 a.a0,0 关于 (Go, y) 为 Ry x ((z, y) € R z Z y) EIER 
函数 . 

证 由 引 理 23.3, RAER: Xi T > 0,0 > 0 JE p > 2(2m1), 
存在 ec = c(1,5,p), EX vtt € [0,T] 及 zyx cR", HE 
le — v| Ale — y'| > ó, E 


Ejlat, æy) — n(t. a, y)? 
< elje — a^? |y — / I? + |£ — t]. (23.8) 


Init, 2, y) — (t^ z' y^ ) 

= [n(t, c, Pn, zv) X (m. 5) — X (v) 
- [X (z^, t) - X(y ,tN 

< 297! |n(t, e, v) PIC m y IP (X (mt) — Xx £^)? 
+|X(g,t)— X(y' tP), 


H Holder 不 等 式 得 


IE||n(t, z, y) — nt, z, y) P] < PTE nit, e, y) 
: (E|n(£, s, y 7) ^ CUE|X (2, £) — X (al 1) 20) 72 
+ GE|X (gy, — X (y PPR, 
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由 (23.7) 及 (23.2) 即 可 知 上 式 不 超过 


eprlz — yl ?le — yle- "I? + ly — yh + 21 — #| 902) 
< cpr P(e — al? + |y — P + 2t- tI?) 


( 因 |z — s] Alz’ — | > 6), 此 即 (23.8). 因 工 和 1 是 任意 正 数 ， 故 引 
理 得 证 ， 

根据 这 个 引 理 , 可 以 开除 一 个 不 依赖 于 = Flu 的 零 概率 集合 N. 
MA WEN B, RÆ xx y, 就 有 X(rtw) £X ly tw) tt — i t eE Rtg 
RY, BW vte R ,rr 全 X(zto) 为 连续 单 射 .为 证 它 也 是 满 
射 ， 我 们 还 需要 以 下 引 理 ; 

引 理 23.7 X T >0 ÉE a € B,3c = cela, T), 使 对 Yr € PRR te 
(o, T] 有 

E( + X (s, Q9 < e( + lel). (23.9) 

证 令 f(z)= (1+|=|J)“, RE af (s) = 200 +e), 8,8; (2) 

= 2a(1 + |z|?)2716;; + 4o(o — 1)(1 + |z|?)?72z;r;. MARAR 


EE{1+ |X (z, — (1 + ja? 
- a[f 2a(1 + |X (z, s)? 7 (B(X (z, $)). X (e. s))ds 
+ E| Í o0 xc 7 leac i 
+ (œ — 1)(X (e, s), a(X (z, s))X(z, $)) + |X(z, s)|?) }as], 
由 Lipschitz 条 件 可 推出 线性 增长 条 件 (19.3), 因而 存在 常数 c) 使 
EQ + [X(z, P)? € (1 + |e) +e / E(1 + |X (2, scds， 


再 由 Gronwall-Bellman 引 理 ， 即 得 (23.9). I 
下 面 是 本 节 主 要 定理 . 为 证 明 同 及 性 质 ， 需 要 代数 拓扑 的 一 个 
基本 结果 ， 先 回忆 代数 拓扑 的 一 些 基 本 概念 ， 
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i EE 为 拓扑 空间 ，f,g 8 C(E — E) AA E #] E NES 
Bhf. 14 r= [0,1]. # 3h c C(E x I — Ë), f h(z,0) = f(x) 及 
h(z,1) = g(r) 对 Vr € E 成立 则 称 了 与 9 同 伦 , in f = g: E — 
E. Sf&IHfE Xd CE 9 E) 中 的 等 价 关 系 ， 因 此 将 C(E 9 E) 
中 的 连续 映射 分 成 一 些 等 价 类 , 其 中 同 伦 于 常 值 映射 的 映射 称 为 E 
f£. HESR Is: E — EAF, MERA 可 缩 空间 ， 例 如 
R^ 中 的 任意 凸 集 均 为 可 缩 空 间 , 但 其 中 单位 球面 S"-1 则 不 可 缩 . 
我 们 有 以 下 简单 命题 ， 

命题 33.8 到 单位 球面 中 的 连续 映射 奶 果 不 是 满 射 ， 则 必 为 零 
伦 . 

$1 23.9 (PERE) FUAR 中 连通 开 集 ，f :U 一 
F" 为 连续 单 射 ， 则 f 为 UU 一} fU) B JH. 

由 命题 23.8 可 以 推出 ， 同 伦 于 恒 等 映 射 


Ig.: S7 — S" 


的 映射 必 为 满 射 。 众所周知， GR" =R oo) (R 的 单 点 紧 化 ) 
同上 是 于 单位 球面 S", 因此 ， 同 伦 于 恒 等 映 射 ; 


Lec FR” — T" 


的 映射 必 为 满 射 . 

定理 23.10 ” 设 方程 (21.1) 的 系数 满足 Lipschitz 条 件 (19.1), 
X = X(z,t,w) 为 由 定理 23.4 所 确定 的 解 关于 (m, t) 连续 的 等 价 
形 ， 则 对 aaw ME tE R, x X(z,t.w) X IR^ — R” 的 
mHE. 

证 ÆR” x R. 上 定义 
(1 +|X (r, HN, z€ R”, tc R. 
0, z = oo, te Hu, 


Y(z,t) = I 


显然 对 aaw, Y (2, 1) T HUY x Ri 连续 ,为 证 其 在 oo 的 邻 域 连续 ， 
BRIER Vt 0,7 > 0,2R > 0, 34 z € [0,T] E je] > R BUS 
Y(e,t) < e. 
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选取 p> 2(2m + 1), 因为 
iY (y. t) = Y{z, s)|? < IY (y. £0P1Y (z, S)]PL X (u,t) 一 X(z, s)", 
所 以 由 Hólder 不 等 式 有 


ELY (y, £) — Y (z, 5)?] < GEIY (y, £1)! 
. GElY (z, s) EIX (v, t) — X Gn 5) 7) 7. 


由 不 等 式 1+|z| > (14-]2]2)!/2 > 1(1+1=|) 及 (23.9) 可 知 Sep > 0, 
Xi s, t € [0, T] 8 


(BIY (y, DP) UEY (z, )]*7) ^ < epr l + |z|) PC + lyh, 
X Hi (23.2) TTA 3&7 > 0, X} st € [0, T] # 
(E|X (y, t) — X (x, S) 7)? € &r(la — y + ls — t"), 
+E 3 cp r >0 使 
ELY (y, t) — Y (z, s)|”) 
< gr{ (rr Er) + ls - qp). 


M z Z 0, $ Z = z/|=|2, 0= oo 以 及 





F(z, = Y(Z,t) z€ R", € R4, 


为 证 了 ZE oo 46 ii, 只 须 证 了 在 0 点 邻 域 连续 .但 当 |y| > [x] > 0 
时 有 


li — 91 = || "ll "Ely — vial 
< lei? ly" "lel? — iel lele? — vizi?) 
= Iul ^ CzI7 Cg? — lel) + |z — 90 


Q DT del + Ie" 
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Q [97 = Bd( ID 


Iz - AO + [š]) (1 [77 

< ivi? (lu? — læ) + |z — yl 

= [vi^ (i + lx Xu] — lel) + |z — vil 
< 3|=z — yl, 


于 是 当 z,y 天 0 时 有 
EY (g, t) — Fir, sH] € [|z yl + ls tPA. 


由 (23.9), 当 [9| — oo 时 对 Vt > 0 # Y (,t) —9 0, 内 页 上 式 当 
zf 或 y 为 0 时 仍 成 立 ， 根 据 引 理 223, Y 存在 连续 等 价 形 ， 得 证 了 
+ H” x GR. 连 忽 .补充 定义 X(t) = oo, WJ X T R” x R, XE 
续 ， 但 当 t 二 0 时 ，z 一 + X{z,0) 为 R — T 的 恒 等 映射 ， 堆 
Xp vt» 0, z —>+ X(z,t) SES RH Ete. 根据 命题 23.8, 此 上 映射 必 
为 满 射 ; 根据 命题 239, 其 道 映 射 连续 ， 因 而 为 IC O— mU 的 同 
Be. XN Vt, 有 X(oo,t) = oo, 所 以 也 是 R” — R" Bie. =" 

XTA HER, RiT ELS Um F 28 E: 

定理 23.11 设 方程 (21.1) 的 系数 上 次 连续 可 微 (k > 1), H Pr 
*— Hr4m EXCEL SL. 则 其 由 定理 23.4 所 确定 的 解 X = X(m,t, 0) 对 
aaw É Vt € Rye —9 X(n tw) A IR" — IR" 2 C*-i 级 微分 
RHE. 

3⁄ J(z,t) = (8; X'(z,t))i<; jcm 为 其 Jacobi SEE, BH) Jiz t) 为 
以 下 GER) 随机 微分 方程 的 唯一 解 : 


d t 
J(z,t) =+ f AU (X (z, s))J(r, s) - dWË 
ki "0 


t 
+ Í AOI ds te Be 
0 (23.10) 
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Rm Aj (e) = (8j (z)iesism. APE) = (Bjoci(s)heiem 
(k — 1,2, 

证 EET RKENS 上 阶 偏 导 数 均 有 界 . 对 了 = 1 2 m, 令 
ej = (0, --- ,1,0,--- 0) Aj 方向 单位 向 量 ， z = z+ he;(h Z 0), 


Yr r,t) = AHX (r,t) — X(z,t)), (23.11) 
WJ Y 满足 以 下 方程 


Y(z,z', t) e; + / h l[b(X(z',s))— b(X(z,s))]ds 
+f h 3 e(X(z',s)) - z(X(z,s))] - dW, 


t 1 
=s; + f (/ ADU (X (z, s) + 0(X (z, s) 
— X(z, s)))d6) Y (z, x',s)ds 


d t 1 
u) E, S z'.s 
P (f As 3) + AX's) 
— X (, s))46)Y (z, >, s)  dW*. (23.12) 


将 此 方程 看 成 关于 Rš 值 过 程 : 
Z(z,z',t) & (X(z, t), X(x' t), Y (z, z", t) 


的 随机 微分 方程 ， 因 为 系数 满足 Lipschitz 条 件 ， 由 定理 23.4, 存在 
等 价 形 使 其 解 关 于 (m, 2.2) 在 IO" x ILES. HI, 4 h — 0 
Bf, 2 — æ, 在 (23.11) FERFE, JRE O;X(m,t) 存在 ， 且 对 
aaw, 甘于 (x,t) 连续 ， 在 (23.12) 中 令 h — 0, 即 得 (23.10). 

再 考虑 关于 (X(z,0,09; X (z,t)) 的 联 立 方程 (21.1) 及 {23.10), 其 
系数 太一 1 次 连续 可 微 且 直 到 上 一 1 阶 偏 导 数 有 界 ， 河 样 讨 论 可 知 
REZO MOA. 如 此 下 去 ， 直 到 有 一 1 阶 导 数 . 

由 于 X(x, t) 关于 z 的 光滑 性 为 局 部 性 质 ， 因 而 导数 有 和 界 性 的 
限制 实际 上 可 以 取消 .例如 ， 当 的 各 阶 导 数 未 必 有 界 时 ， 总 可 选 
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具有 各 阶 有 界 连 续 导 数 的 系数 bn, 使 当 |z| < n 时 有 bair) = bie), 
Aon = dnf(t[X(z,t)| > n), 则 由 b, 得 到 的 解 XO) 在 c, 之 前 与 
X 一 致 ， 由 于 74 1 oo, 故 仍 有 定理 结论 . 

Anu E BR S X(,0 1 的 光滑 性 ， 只 须 证 明 ， 对 aaw, J(z to) 
对 v(z,t)ec R” x IR. 非 奇异 ， 对 z € R”, 考虑 以 下 (矩阵 值 ; 随机 
微分 方程 ， 


d 
dK, = — Y EAD OG) aW 一 K, AŞ X:)dt 


k=1 
d 
+Y EQqADOGd, — Ko = I. (23.13) 
k=l 
HIP BR 2t A 
d( KiJ) = (dF) , T. + K. - dJ, T (d Ki) , (ddi) (23.14) 


以 (23.10) Æ (23.13) RA ERTE HAA 0, 因而 Ki = E, UJ. 
非 奇 异 . 由 北上 里 象 定理 可 知 X(.0 A C 组 连续 可 微 映 象 ， 
定理 证 毕 ， F | 
推论 ” 设 方程 (21.1) 的 系数 为 CO 函数 且 一 切 偏 导数 有 界 . 
Wu ERE X = X(x, tw) X] aanw X Vt € IRL x —9 Xir tw) 为 
R” —.mgce— az. 
习题 4.6 ”证明 (23.14) 右边 为 0. 
习题 4.7 证 明 在 定理 23.11 中 ， 若 系数 各 阶 仿 导 数 增 长 的 阶 
不 起 过 名 项 式 的 增长 ， 则 对 pp 之 2,T>0 及 民 >0 有 
sup Æ[max Sup. j. X (x, £)|*] < oc, (23.15) 
lejzm — lelEkazie 
其 中 a = (ai :am) 为 m Hii, lo] = oa t + am Üs = 
08; .-.087(o; € Noj = 12, m). 
3] 4.8 REE (21.1) BR E — oe SET CB PER — Br fs => 
NUBE. X = Xr, iw) 为 其 唯一 解 . W U c rl (WI), z €R", 


t 
2, = z+ + f U. ds, t€ Ry, 
0 
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求证 过 程 ， 
Yı = X(Z,), tem, 


为 连续 半 持 ， 且 满足 以 下 方程 : 


t t i 
Y, = n Í b(F)as + f e (Y,) - dW, +f J (Za, s)U,ds 
0 a 0 
te R... (23.16) 


其 中 J(z,t) = (0X (z,t))ieijem. 
824. 偏 微分 方程 的 概率 解法 


在 引 论 中 我 们 已 经 提 到 过 二 阶 仿 微分 方程 和 扩散 过 程 的 深刻 联 
#. 其 实 这 种 联系 是 早已 为 人 们 所 熟知 的 (例如 ， 可 以 回 湖 到 1931 
fF, Kolmogorov}. 不 过 在 40 年 代 以 前 ， 大 们 只 是 利用 偏 微分 方程 
理论 来 研究 扩散 过 程 ; 只 是 在 伊 腾 清 等 创立 了 随机 微分 方程 理论 之 
后 ， 才 有 了 一 种 方法 ， 直 接 构 造 扩 散 过 程 的 地道， 因此 也 提供 了 一 
种 可 能 性 ， 用 概率 方法 去 研究 偏 微分 方程 正如 在 变 分 学 的 直接 方 
法 发 现 之 前 ， 人 们 只 是 用 微分 方程 理论 来 研究 变 分 问题 ; 而 在 人 们 
找到 了 解决 变 分 问题 的 直接 方法 之 后 ， 就 发 展 了 解 微分 方程 的 变 分 
方法 一 样 . 

本 节 中 我 们 仍然 考虑 微分 算 子 : 


2 Y a? (z)8,8; + Y (e)Ə,, (24.1) 


j=1 i=1 


L 


其 中 a(z) = (a (£)icijem 为 对 称 非 负 定 矩阵 (对 Vz e IR"), BEL 
为 (可 能 退化 的 ) 椭圆 微分 算 子 . 
考虑 如 下 抛物 型 方程 的 Cauchy 问题 


u(t, x) = (Lu)(t, z), t> 0, 
| u(0, z) = p(T). (24.2) 
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分 析 党 家 已 经 证 明 :， 当 系数 a(z) 及 bl) 有 界 并 充分 光滑 时 ， 对 
v € C2 UR"), (24.2) 存在 唯一 解 ult,z2) € CHIP UR Lx R™) COUR x 
JR) (BIO t — ik, XJ x — IX PE SERI QR BJ f FEE Pk S T2). 我 们 的 
Hi B3 Ji 88 Ak 9 T ia bk D y Pa PB it h Edu 25 BL, 用 概率 方法 来 证 明 
这 一 结论 ， 并 证 明 其 唯一 和解 可 表示 为 


uplti v) = Ely(X(z,t))), (24.3) 
其 中 X = X(z,t) AA FIL ROSE 


( dX, = b( X,)dt t c(Xi) ` dWr, tE I, 


X, = z € R”, (24.4) 


W e: IRA — RQR b 为 足够 光滑 的 函数 ， 满 足 ce* = a. 我 们 
有 以 下 定理 : 

定理 24.1 ibe CHR” -RR"),o € CHUR" — R” QIR’), 
e € CHR) Wigi (24.3) 所 定义 的 函数 u. (tz) 为 Cauchy 问题 
(24.2) 在 函数 类 CIA URL x IR) (1 OUR x IR) 中 的 唯一 解 . 

证 Hio E b ñ5—Brid SUB. WIE Lipschitz 条 件 , 因而 
方程 (24.4) 存在 唯一 强 解 X = Xío, tw), 且 对 aca, Xle tu) X 
于 (z,t) 连续 ， 由 定理 23.11, 它 关 于 z 二 次 连续 可 微 ， 由 习题 4.7， 
* k = 3 WE (2315) zŠ. 

fEXBDXETCR",Xr204 

Tr = nf(t;[X(z,t) — z| > r}. 


设 u(t,z) e CEPR, x R) ANCUR, x IR7) 为 Cauchy 问题 
(24.2) 的 解 ， 任 意 固定 T > 0, 对 u(T — t, X (r,t) 应 用 煞车 公式 得 


u(T — t, X(z,t)) = ulT, z) + f (Lu 一 A) — s, X(,5))ds 
+ Y f (F oixe _ s, X (z, 2))) dW], 
j=1"0 ^ii 


0<t<T, a.s. (24.5) 
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ELARA tA T dS t, 因为 (24.2) 的 解 ， 有 边 第 二 项 为 0, 第 三 
项 中 被 积 过 程 有 界 ， 因 而 


UT EAT X(st^T)-wT,) 0< 二 下 
ADETXUGGESUE, WEIT 
El(T-T^nX(GT^n))l-uTLzs, T» 
4 r — oo, ERE m. Too a.s. 由 有 界 收 敦 性 定理 得 
u(T, £) = Elu(0, X (x, T))] 
-E[e(X(s,T)] | T»0 zem", 


和 (24.3) 定义 的 函数 重合 ， 得 证 唯一 性 . 

现 证 由 (24.3) 所 定义 的 函数 uut x) € CI? (OUR x I”), B. 
为 Cauchy 问题 (24.2) 的 解 . f 

Hi ç e CHR”), X(x, T z OKER RJ BEBE T R SUC 
(23.15) 3X, TAN (24.3) 可 在 积分 号 下 关于 z 连续 求 两 次 偏 导数 ， 
因此 

uo € CO? (R, x Rm)n cR, x IR"), 

对 任意 辕 定 t > 0 upit) e CUP) (1 OUR), 由 伊 蕊 公式 ， 对 
h> 0 K r> 0 8 


Eu, (t. X(x, h A 7.))] — u, (t, z) 
h^Te 
- E| f (Lu,Y(t, X (z, s))de|. (24.6) 
根据 扩散 过 程 X 的 强 Markov 性 可 知 
tglt, X(T, h ^ 7.)) = IEp( X (zt + h ^ T| Frar] a.s., 


因而 


IE[u (t, X (x, h^ r,))] 
-E(X(zrt-ThRAT)] 
= IE|e(X(r,t+ Le sm] + JE(p(X(r t  7))10, «4. 
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如 果 我 们 能 证 明 ， 当 大 40 时 有 
P[r. < h]/h — 0, (24.7) 
则 在 (24.6) SX BIZ SEEL h, & h L0, Br rz. >Ü as, WA 
lim [u(t + h, £) — ue(t,z)] = (Lug) z), 
即 uç 为 Cauchy 问题 (24.2) 之 解 
剩 于 要 证 明 (24.7). 设 
lol- = suptlbz)h |y — e| S rh, 


foll = sup{llo nl; |y — r| < r} 
Xpec m", H p EA x uA 


EAT, 
Z° =exp { (0, X. -£- f b( X.,)ds) 
ü 


1 f^Te 
— i/ le (X,)*0l?ds}, tE I, 
ü 


HEER, H EZ] = 1. ali 0 € SUCIURT 中 单位 球面 } 及 
À > Ü, R > r, 由 Doob 不 等 式 得 


Pí Sup (8, X,Ara — 2) > rm 4j 
ost 


< " sup Z28 > exp [ma 3 — hiblr) 一 Y uelis]? 


O< z< 
< exp { — Arm? — Mibi) hel 


i 


35h EN GE r> mhbr BF, W A= (rm — h|b|g)/hlje]2, 得 


PÍ sup (f, Xi4,, — T) 7 "mij 
Üctch 
1 


< exp( - (rm? — h|b| n)? /2hle i} 
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dE 61,04. E 5771 为 IR" ZEZA, WI 


Pr, < Al =P{ s sup. p Xe — >| > r} 


«Yol sup. (0; Kiar — T) > rm a) 


p<t< 
< mexp{-(rm š — h|b| n)? /2h|ler]2.), 
因而 得 证 (24.7) 3X. x 
下 面 对 定理 24.1 作 一 推广 dv: R” — I X—JgBExXIBm 
有 界 函 数 ， 考 虑 币 分 算 子 : 


(Lf)(z) = (Ef)(2) + v(z)f(z) (24.8) 
及 Cauchy 问题 ， 
Oyu(t£,z) = (Lu)t,x), | t> O, 
l u(0, z) = p(z), (249) 


则 我 们 有 以 下 的 Feynman-Kac 公式 : 
定理 24.2 在 定理 24.1 的 假定 下 ， 若 u c CZURT), Wi 


usn) = [eG exo S s(X(z,s))ds)| (24.10) 
为 Cauchy 问题 (24.9) 在 函数 类 CT? UR, x IR") (1 OG GR, x TR”) 
中 的 唯一 解 . 
证 证 明 方法 如 同 定理 24.1. 其 中 (24.5) 代 之 以 
wr -t, Xt t)yexp ( Í vxts, pas) = utr 2) 
t s ; ; - gu 
+Í e»t f v( X (x, 5 )ds 1 (za _ a.m — s, X (xz, 8))ds 
d t 
t X(z, s )d (X (z,s))8;u(T' — s, 
xj exp (f v( X (x, s') [s 
X(z,s))|dWš; 
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(24.6) 代 之 以 ， 
E ust, X (o, h ^ 7.)) exp í [ v(X(z, spas) — u, (t, z) 
= E exp { f v( X (z, «ds (Eu, t. X(x, s))ds]. 


其 余 证 明 留 给 读者 .a 

习题 4.9 证 明 Feynman-Kac 公式 (24.10). 

显然 ， 定 理 24.1 及 24.2 中 的 条 件 还 可 以 减弱 ， 我 们 不 在 此 详 
ivit. 和 荔 得 注意 的 是 ， 上 述 条 件 只 是 对 o 而 不 是 对 a= oo* 给 
H. 一 般 说 来 ，a 比 og 更 光滑 ， 当 a 一 致 下 定时, T =a 为 
其 对 称 正 定 平 方 根 ， 此 时 og 可 以 和 a 同样 光滑 . 28 o 退化 时 (iX 46 
怡 是 我 们 感 兴趣 的 情形 ) 就 未 必 能 选择 同样 光滑 移 =, 使 co" = a. 
但 我 们 有 以 下 结果 : 

ZH 24.8 bac CUR? > ROR 为 对 称 非 抽 定 矩阵 值 
函数 ， 则 其 对 称 非 负 定 平方 根 o = aš ER EX Lipschitz 连续 ; 
# acc?un* 5 RQ m), 则 e 为 局 部 Lipschitz 连续 . 

证 ”后 一 结论 容易 由 前 一 结论 推出 .为 证 前 一 结论 ， 不 妨 设 
d=1 (因为 , 若 函 数 对 每 个 自 变量 满足 Lipschitz 条 件 ， 其 Lipschitz 
常数 不 依赖 于 其 他 自 变 量 ， 则 此 函数 站 R 上 为 Lipschitz 连续 ). 

固定 co € R!, XE EIE EAE PE Q, 使 Qa(x0)Q* 为 对 角形 矩阵 ， 
4 air) = Qa(z)Q*. 对 正 数 c, $ 

a. (x) = e(z) + cT, 
G,(z) = Qa, (z)Q* = a(z) + =I, 
其 平方 根 分 别 记 为 (e) 及 F(z Qe, (z)Q"). 显然 we 及 o.c 
CHR — R” QR”), XF Fx: 


a,(z) = G,(z>)%, (z) 


E z = zo 处 进行 微分 ， 因 Feleo) ARB PEBE, £ 


cdi =<; Ad "m 
à, (xo) = (e; (zo) + GE (zo))5, (zo), ij = 1 , m, (24.11) 
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Ro" 表示 对 z 的 导数 . 令 
K = ges, sap E (2| 
X 9 E R", 4 f(e) = (6,4, (2)0), BF f ESL, it 
0 < f(z+ h) = f(z) + f(e) + s fir ah)? 
f(e) + F(z)h + z ; (> W KR — (xax, 

Joe OA Ëq W = risaj SJ zCdEF, dk 

(ey? sore (Pl) 
分 别 取 — eli 方向 单位 矢量 ), ey 及 e; + e;, 得 


(EE) < Kala), (ie) < Kala) 


COET (a) +Ë C) 
< 8K (af (z) + 282 (z) + SË (z)), 
由 于 (a8(a)) < EG), SUHAORHUMT eR o 的 常数 C = 
C(K), 使 
à, (x) < cÍ CON + (Wi(z)) 5, 
ELAR ir = zo, 得 





[ie (zo)| < (8369) + 829 J. 
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比较 (2441) $, 可 知 Se (zo) < C. ROS e? (o) = (Q*2.(2)Q). . 
易 见 žE) < mC. B ro 是 任意 的 ， 故 对 一 切 z e R 有 


ja8(z)| < mc, 于 是 








la? (z) — e? (y)| < mCl|z — yl, 
Seog 
le?(z) -e"(y| mClr-yl | 453—12,-,m 


iXBLuEB] T XE E. = 

下 面 我 们 考虑 Dirichlet 问题 . 

EGA R” HARKE, RA C? 类 边界 8G( 即 每 个 这 界 点 
有 一 个 邻 域 ,在 其 中 0G 为 某 个 二 次 连续 可 微 的 m 一 1 元 函数 的 图 
Ë), 1 G = G UJƏG. 

在 G 中 给 出 微分 算 子 (24.8) 及 函数 了 在 OG LAHAN o, 考 
虚 边 值 问题 : _ 

(a reae eum 

分 析 学 家 已 经 证 明 (例如 参看 Friedman[1]): 

£ alz) 在 G 中 一 致 正定 { 即 392 > 0, X] Vr € G,y € R” 
A: (g,a(z)u) > n|u|2), 系数 a(x) 及 b(z) # G rh Lipschitz 连续 ， 
v(r) < 0, HÆ G 中 为 a-Hólder 连续 (a > 0), 则 对 一 切 在 G 中 
o-Hólder 连续 的 函数 了 及 aG 上 的 连续 函数 yp, 边 值 问 题 (24.12) 在 
函数 类 C?(G) 1 C9 (G) 中 存在 唯一 解 . 

现在 给 出 这 个 解 的 概率 表示 .由 于 a(z) 一 致 正定 且 Lipschitz 
连续 ， 故 其 平方 根 m(x) = a(z)? 和 al) 同样 光滑 ， 因 而 在 G 中 
Lipschitz 连续 . 将 b 及 o 保持 Lipschitz 连续 性 开拓 到 整个 空间 
R" 上, 考虑 随机 微分 方程 (24.4), JE ene — REOS X = X(x). 以 
T 表示 解 的 轨道 首次 路 出 G 的 时 刻 : 


r= infft > 0; X(e,t)EG}, (24.13) 
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我 们 有 以 下 定理 : 
定理 24.4 在 上 述 条 件 下 ， Dirichlet 问题 (24.12) 的 崔 一 解 u 
Briss Dooh AMAN 


u(z) =E |p(X(z,7)) exp {f ox s))ds]| 


一 T e | z,8s))ds edt], 
E| | XED ef | st nas par 

z c G, (24.14) 
其 中 X = X(z,t) 为 方程 (244) 的 解 ， 7 由 (24.13) 所 定义 ， 

证 Xe > 0, DL V. Xm 0G H e 邻 域 并 记 Ce = G Ve 
REA ü c CUR"), 并 在 G, PA u 一致 、 取 z € Gui 以 表示 
X (z, ) 首 达 V, 的 时 刻 : 

Te = inf[t; X (x,t) € V], 
M 7. 248071, H4 e40 A TT as. 
WERZA, HYT > 0 8 


Fux, re AT) exp Í up v(X(z, sas! | E 
= | [7 Guo. oe { f v(X (s, 5))ds dt]. 


由 于 在 之 前 u(X(z£) 和 u(X(z,t)) 一 致 所 以 在 上 式 中 立 可 代 
ZA u. A E40, 由 Lebesgue 控制 收 人 证 定理 可 得 


u(z) 一 IE|u(X(z, = A T')) exp { [ v(X(z, s))ds] | 


-Æ| [. fXGss 0) exp Í A oea (24.15) 


如 果 我 们 证 明了 JE] < oo, ELA PS T 1 oo, 由 Lebesgue 控制 
kA, HEK X(zr,7) € OG, 因而 u(X(z,r)) = e(X(z, 7)), BH 
得 (24.14) XX. 
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为 证 JE[T] < oo, E EL 3 -F S8 — T AE zl BOE (z) = 
-ceòi (g € G), 此 时 


(Loya) = $a? (20i (2) + b' (v2) 
mi 1 à 
= Ac (è (z) + ga! (a). 


由 于 OG 为 有 界 区 域 ， 上 式 当 入 及 c 充分 大 时 可 使 之 不 超过 —1. E 
Ji pr. 
ERX (2,7 A T))] = Wz) € -E[r ^T], 


A vlr) 在 G 中 有 界 , S, sup.eciv(z)zEK.BRH EBD, 
JE[r AT] € 2K. $ T T oo, HEWES EMI Efl] < 2K. 定理 得 
iE. E 

注 1 在 证 明 El] < oo 中 只 利用 了 all(z) > 0. 若 a(z) 不 是 
一 致 正定 {仅仅 非 负 定 ), 但 在 G 的 某 一 邻 域 中 二 次 连续 可 徽 ， 则 由 
定理 24.3, 其 平方 根 olx) Lipschitz 连续 ， 此 时 (24.14) 右边 仍 
"EX. 

特别 ， 当 了 = 0vw =0 时， 我们 得 到 Dirichlet 问题 


Lu(z)— 0, z € G, 
{ ule) = ylz) z€ CG (24.16) 
的 解 
u(z) = Ele(X(2, 7))) (2417) 


X v = 0,9 = 0,f = -1 时 ， 得 证 vr) = E.[r] 满足 方程 
Lu = -1 及 边界 条 件 ulace = 0. 

习题 4.10 d X(z,t) JB z € [o d] 出 发 的 一 维 扩 散 过 程 ， 具 
有 扩散 系数 a(z) > 0 及 漂 称 系数 b(z), T 为 此 过 程 首次 跤 出 [e d] 的 
时 刻 ， 试 求 概率 P|X(z,r) = d]. 

(提示 此 概率 plx) 满足 方程 ¥a(z)p"(z) + b(z)p'(2) = 0 RA 
界 条 件 p(c) = 0, p(d) = 1). 
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习题 4.11 d X(z,t) = z+ W, 为 平面 上 自 z € CG 出 发 的 
Brown 运动 ，0 <+ < R < co, G 为 介 于 两 个 图 ， 8 = (z;|z=| =) 
及 Og = (z;|z| = R) Z IBJEUHOUE CE, c9 X(z,t) KREE G 的 
时 刻 ， 试 证 明 


P[X(z,7) € Ə,] = (log R — log [x[)/(log R — log r). 


利用 R — oo 求证 此 过 程 到 达 以 的 概率 ， 并 利用 > 一 0 求 此 过 
程 到 达 0 点 的 概率 .比较 一 维 及 三 维 Brown 运动 的 类 似 人 情形 . 

$2 在 Dirichlet 问题 的 解 的 概率 表示 (24.14) 中 ， 对 于 退化 
HART L 无 界 甚至 具有 不 光滑 边界 的 区 域 部 有 意义 ， 此 时 边 
R 8G 的 点 分 为 两 类 ， 正 则 点 和 奇异 点 . 

按照 概率 的 定义 ， zo c 8G Hi: 已 ofr 二 0} 二 1, 称 为 G 
的 正则 点 ; 若 满 足 Peo{7 = 0} = 0, RA G° 的 育 异 点 . 这 里 7 是 
扩散 过 程 X (sk Brown 运动 W) 首次 跑 出 区 域 G 的 时 刻 ， (根据 
Blumenthal 0 — 1 律 ， 此 概率 或 为 0 或 为 1, 不 能 取 0 和 1 之 闻 的 
ERRE) 如 果 边 界 光滑 ， 按 前 所 说 ， 对 vro € 0G, 有 Er] = 0 
(参看 注 1), 因而 一 切 边界 点 为 正则 点 .如 果 边 界 不 光滑 ， 以 S 表示 
其 中 奇异 点 的 集合 ， 则 由 扩散 过 程 元 的 强 Markov f£, 对 A € Z; 
E Be 72 有 


P,(An6;!B) =f Pxin(B)}Paldw), — z€ G. 
A 


在 上 式 中 令 A = [XG) € S],B = [r > 0j M 918 = 07 
[r > 0] = [8,7 > 0] = [0 > 0| = 0, EREA 0; 但 著 X(r) € 5 
则 Px(-)(B) = 1, 故 上 式 右边 为 P.(A). 这 样 ， 就 证 明了 P,[X (r) € 
S| =0 对 Yz € G 均 成 立 ， 也 就 是 说 ， 奇 异 点 的 集合 是 过 程 实际 上 
不 能 到 达 的 ， 因 此 ， 在 表达 式 (24.44) 中 ， 甚 至 容许 函数 o 在 奇异 
点 的 集合 上 不 连续 . 而 Dirichlet 问题 的 提 法 是 : 对 边界 上 上 一切 正则 
点 zo; 3 z HY G ARKH ro 时 ， 有 ulz) — p(z0). 
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关于 微分 方程 的 概率 解法 的 详细 讨论 ， 可 参看 Freidlin[2] 和 
Friedmani}. ET- A, RIER E DRE ERR 
TEMG 8 ERES T ñj Hörmander 定理 的 概率 方法 证 明 ， 


525. 半 识 随机 微分 方程 ， 样 本 广义 解 


前 面 亡 讨论 的 殖 机 巩 分 方程 ， 其 驱动 过 程 (或 输入 过 程 ) 是 
Brown i& 3j. 这 在 应 用 中 是 有 一 定 限 制 的 ， 自然 地 ， 我 们 可 以 研 
究 其 驱动 过 程 为 一 般 半 靳 的 随机 微分 方程 , 在 本 节 中 ， 我 们 限于 讨 
i6 rae Seo m BT UK 859 75 f. 

假定 概率 空间 (N, F, P, 3) 满足 通常 条 件 ， X 为 d 维和 连续 @ E 
Wt, (z) = (oi(r)neiemaxiea 为 RT ARAA Borel 可 测 函 数 


DEDRA T> 


HERE CERIÉCRIBDXOTORAD m 维 连续 G 适应 过 程 了 的 方程 ， 


dY,2o(Y):dX, | Yo-yec R”, (25.1) 


车 存在 m EEREN Y, 使 对 Vt e R A 
t 
Y= +f e(Y,) dX, a.S., (25.2) 
0 


WE Y 为 方程 (25.1) 的 一 个 解 ; 车 方程 (25.1) 的 任意 两 个 解 均 无 
K, ERG TUE RR. 我 们 有 以 下 关于 解 的 存在 性 及 唯一 性 
定理 : 

定理 25,1 3 efz) 满足 Lipschitz 条 件 ， 即 存在 K > O, 对 
Yr, y € IR" HA 


le(s) — e(l < Kle — vt^, (25.3) 


则 对 任 一 初 值 ye R”, 方程 (25.1) 存在 唯一 解 . 
证 不 失 一 般 性 可 假定 m = 1, B (25.1) 为 如 下 形式 : 
dY, -b(Y)dW +o) dM — t€ Ra, (25.4) 
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其 中 M 为 连续 局 部 款 ， 站 为 连续 有 限 变 差 过 程 ， 上 和 = 满足 
Lipschitz 人 条件， 问题 是 寻求 连续 半 粗 了 , 满足 : X vte R. 


t t 
Y, = v+ f ijv, + f (Y dM, ^ as. (25.5) 
Ü Ü 


ia V BcE3ENXDBERXPV, 设 (t = t + [M], + V., 则 为 连续 
增 过 程 ， 且 elt) T| oo (t too). 对 (25.5) 式 作 随机 时 刻 变换 T^ C 
看 84), 得 


t t 
Y, -y f b( Y, )dV, + Í o(Y.) df. ^ as, (25.6) 
Ü ü 


其 中 了 = TY, V — TV, M = T^M. 于 是 问题 归结 为 证 明 方 程 
(25.6) fefc — fg Y. _ 
因为 [M]; = [M]s-1( V, = Var: 
t = opit) 2 6^! (t) + [M], a) + Vai) 
= $7!(t) + [M], + V,, 
Bib) t — t — [M], — V, 28 t 09 36 6 8k, ESTU 


d[M], < ds, dV, < ds a.s.. (25.7) 


#nisj se 38 19.3 AEN, HAERE, IERE (25.7), 不 
难 证 明 解 的 存在 性 和 唯一 性 ， 其 详细 证 明 留 给 读者 ， 8 

再 考虑 Fisk-Stratonovich 随机 微分 方程 . 

定理 25.2 ib e c CIR" — IR" QR’) 则 对 任 一 连续 半 
BOX = (X1,X2,... ,X2) R y € R”, 以 下 方程 存在 唯一 和解 Y = 
(Y1y?,.. YT) 

dY, = e(Y,) ° dX;, Yo = y; (25.8) 

其 中 “o” 表示 对 称 名 和 匀 (参看 514). 
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ur 由 随机 微分 规则 ， (25.8) SEUTT ACT PEE REPLS 77 E 


d d 
- - . 1 . . 
dYi = Y oi(Y.) dX} + 3 Y (do;(Y,) - x1) 


j=1 j=1 
( —12,-,m). (25.9) 
而 
dos (Y,) = 》 8.05 (Y))  dY 十 二 阶 项 
k=1 
H d ] 
dY^ dX] = S oeE(Y) dX; ` axi 
i=l 
(i,k = 1,2,--- Í| Tt; j= 1,2, ,d). 
RA (25.0) 式 得 
d . 1 d m 
dY SLA dX; + 3 > 2 te -So3)(Y;) dX} dX? 


(i21,2,-.-,m), (25.10) 


此 方程 为 (25.1) 的 特殊 情形 ， 其 驱动 过 程 为 dX? 及 dX! -dX?, 系 
数 oi 及 YUS I Sr Ovi 由 定理 假设 均 满足 Lipschitz 条 件 ， 因 而 存 
在 唯一 解 ， 1 

关于 随机 微分 方程 的 求解 ， Doss[1], Sussmann[1] 和 Krasno- 
sel'ski-Pokroveki[1] 提出 了 一 种 方法 ， 将 其 化 为 一 组 含 参 数 的 常 微 
分 方程 来 研究 . 我们 先 看 一 维 情形 : 

例 4.8 考虑 一 维 Fisk-Stratonovich 随机 微分 方程 ， 

dY, = kY)dt-o(Y)odX, — Yo-ycR, (25.11) 

Eh XxoOuxESERÉBR, Xo—0,o0 € CZ(R), 5 满足 Lipschitz 条 件 . 
由 定理 25.2, 此 方程 存在 唯一 解 . 我 们 先 考虑 如 下 常 微分 方程 初 慎 
问题 : 
; (y. w0-&£cH. (25.12) 
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因为 = < CZUR), 根据 常 微分 方程 理论 可 知 存在 唯一 解 ， 且 作为 初 
值 的 函数 是 二 次 连续 可 微 的 , BH y = P(r, £) e CO? UR x I). (25.12) 


代为 
8,5 = s ($), @(0.£) = £, 


HEARN ERTA, GIRT 0:9 的 方程 : 
8,0 —o'()Bgb, — Ə@(0,¿) = t, 
其 解 为 
a(s, E) = e c' (8(s, £))ds|. 
alee) c exp { Í (ls,0))as) 
再 考虑 如 下 含 参 数 o 的 常 微分 方程 初 值 问题 ， 
| È = exp [ — f (Bls, Eds ADX, o), E) (25.13) 
£o = 7, > 


在 所 给 条 件 下 容易 证 明 此 方程 存在 唯一 解 £ = iltu), 且 为 连续 适 
应 过 程 .现在 要 证 明 


Yi(w) = @(X,(),&(o)) (25.14) 


为 方程 (25.11) 的 唯一 解 . 根据 对 称 随机 微分 规则 (注意 此 时 
e CNR x R,B(ttcmR) 为 有 限 变 差 过 程 ) 
dY, = 0,%(X,,&,) o dX, + eK, EdE 
= c(Yi) o dX, + b(Yi)dt, 
BEBAS Yo = @(0,y) = y 因而 (25.14) 为 方程 (25.11) 的 唯一 解 ， 
例 4.7 EEPE E 

dX, -b(X;)dt--o(X,): dW,, Xo=xeR, (25.15) 
其 中 W 为 一 维 Brown 运动 ， e € CHR), b 满足 Lipschitz 条 件 . 
先 解 以 下 常 微分 方程 初 值 问题 


Sew  £w9-teR, (25.16) 
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其 解 y = 9(w,£) € C? üR x IR), (25,16) 化 为 
&, $-c(b) — &(0£)-£. (25.17) 


YR EGO CORdRRE, TARF O10 的 方程 ， 其 解 为 
ge (w,£) = epf f o (s,£))ds}, (25.18) 


将 (25.17) 对 w 求 偏 导数， 可 得 
8,0, 9(w, £) = (ac {B(w £)). (25.19) 


再 解 以 下 含 参 数 w 的 常 微分 方程 初 值 问题 : 
| & = exp Í = J) (8s, Eds} (b- zao’) (EW) E), 


£o = z, 
(25.20) 


容易 看 出 ， 对 每 一 固定 参数 w, 此 方程 存在 唯一 解 € = (66), B 
[fo t€ R.) 为 连续 适应 有 限 变 差 过 程 (详细 证 明 可 参看 Doss[1] 及 
黄 志 远 、 许 明 浩 、 胡 则 成 中). 我 们 来 验证 : 


Xelo) = 9(Wi(w), &()) (25.21) 


sc EPRD (25.15) 的 解 . 
因为 而 CHR < R), Tü Š, AARTE, gsx (25.21) 


THPRAR, BEPERA EEN 
dX, = Bu BW, £,) - dW, + Oc (W,, £,)d£, 
+ 3 Ow0wB( We, &)dt, 


由 (25-18) 及 (25.19) 得 


dX, = e(Xi) - dW, + + (b- seo) oat 3 (ee )(X)dt 


= e(Xi) ` dW, * b( X Mt, 
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且 显 然 有 Xo = @(0,z) = z. 因而 由 (25.21) 所 定义 的 过 程 确 实 是 


(25.15) 的 解 . 
注意 由 方程 (25.16) 解 的 唯一 性 质 ， 有 有 
E = $(—w, P(w, £) (25.22) 
因此 
gw) = (Wi), Xi), (25.23) 


HB X yu E 相互 单 值 叭 一 确定 . 

我 们 还 注意 到 ， 在 方程 (25.13) 或 (25.20) 中 并 不 出 现 对 X, 或 
W, 的 微分 ， 因 而 当 X, 或 W, 为 任 一 连续 过 程 CDBGDADESO 时 均 
有 意义 . 天 此， 只 要 方程 (25.16) 和 (25.20}( 或 (25.12) 和 (25.13)) 有 
解 ， 我们 就 称 (25.21)( 或 (25.14)) 为 方程 (25.15) {或 方程 (25.11)) 的 
样本 广义 解 . 

更 一 般 地 ， 我 们 有 如 下 结果 : 

W G X R. x R2 pHK, b= bt, wr) Mo -—o(tw,r) 
为 在 G 中 定义 且 连 续 的 两 个 函数 ， W 为 一 维 Brown 运动 ， 7 为 
Fo 可 测 随 机 变 草 ， 考 虑 如 下 的 一 维 随机 微分 方程 : 


Í e cue W xu s Wa, Xa) - dW, (25.24) 
Xh(00gcG, as, H | 
( = inf(t; (t, Wea X,)€G). (25.25) 
我 们 先 解 以 下 的 常 微 分 方程 初 值 问题 : 
Fol wy — v0) (25.26) 


EPt 238968. v 为 自 变量 ， 若 c c C2(G), 则 存在 唯一 解 y = 
(tw, £) € C((G), 其 中 GO R, x R2 中 某 个 区 域 . 令 


g(t,€,w) = SE b _ zow + 040) 一 a, (25.27) 
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其 中 下 标 E wt 分 别 表 示 对 Cow, z. t BR SR, RC 69 38 
X ow Rrap Wiw) A *#(,W(t,2),£) TÑ EF. 
再 解 以 下 以 ww 为 参数 的 常 微分 方程 初 值 问题 ， 


$ gts) EO) = nlo). (25.28) 


著 5 满足 关于 变量 r 的 局 部 Lipschitz 条 件 ， 则 上 述 初 值 问题 存在 
ME—RE £—£(to)0zt«c(o). 
我 们 有 以 下 定理 : 
定理 25.3 dte c C2(G),b e CG) BE G PF: 局 部 
Lipschitz 连续 则 方程 (25.24) 存在 唯一 强 解 : 
Xb = &(,W(to)£tu), | 0€t«Qe) (25.29) 


其 中 再 与 上 分 别 为 (2526) 及 (25.28) MIR, C 由 (25.25) 确定 . 
证 易 见 && 为 连续 适应 过 程 ， 选 一 列 紧 集 K. T G. 定义 
Gn(w) = inf(t > 0; (t, W(t,u. D(t, Wi), £(5,0))) SKs), 


W (6. 为 一 列 停 时 ， 且 tw TC as. 
应 用 伊 茧 公式 于 过 程 
X(t^Q) = PEA Gam WOA Gah EEA Gn) tem, 


可 得 
EAn 
Xt ^ Cn) N= / $, (s, W,,£,)dW, 
0 
tnen 1 tAC 
+f C (iem) estais | Bels, We td 
0 2 0 
tA ACn ] 
=f o(s, W, X), + f ze + eo) (s, Wa, X,)ds 
0 0 
AC 
+Í Gh Wo E) + %(s,W,,&)g(s,8.))ds 
0 
Ain ACn 
=f ols, Wa Xo)aw, + Í bis, Wa, X,)ds a.s., 
0 D 
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A n — oo, BU An (X,,0 < t < C) 为 方程 (25.24) 的 解 . 
EZ, # (K,.0 < t < () 为 方程 (25.24) 的 另 一 个 解 ， 应 用 伊 
茧 公式 于 过 程 


EAD Se(tAG-W(^O,XQGAO), te, 


可 以 证 明 {&;0 <t < 分 为 (25.28) 的 解 ， 由 (25.28) 解 的 唯一 性 可 
I Ç < ç, REKA [,C) 中 心 5 & 重合 ,于 是 


X(t^C) = 9t AGW(t^Q Et ^Q) 
= (LAC WEA E ^Q) 
—X(t^OÓ) as, 


这 就 证 明了 方程 (25.24) 的 解 具有 轨道 唯一 性 ， x 

利用 此 结果 ， 可 以 得 到 随机 微分 方程 的 解 的 一 个 比较 定理 ， 为 
此 先 给 出 一 个 关于 常 微分 方程 的 引 理 ， 

引 理 25.4 EE IR? 的 某 个 区 域 G 中 定义 了 两 个 函数 f(t r) 
和 Jit, x), 均 满足 Carathéodory 条 件 (BU. 在 G 中 ， 关 于 可 测 ， 
关于 z 连续 ， 且 为 某 个 局 部 可 积 函 数 m(t) 所 控制 ). Hb (to, zo) 和 
(too) 为 G 中 两 个 点 ， 满 足 zo < Eo. 3 e(t) 为 初 值 问题 ， 


f^ fum), z(to) = zo 


的 侍 一 解 ; E(t) 为 初 值 问 题 : 
—jf(tz),  æ(to) = žo 
的 极 大 解 ， 且 不 等 式 
(t — to)f(t,a) < (t — to)f (t, z) (25.30) 


在 GrP ae 成 立 . 则 在 z(t) 和 E(t) 的 公共 存在 区 间 肉 有 e(t) x z(t). 
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证 注意 条 件 (25.30) ERE H t> to HA f < f, t< to Bf 
# f > f. fE t > to 的 情形 ， 此 引 理 是 Filipov[1] 中 定理 7 的 直接 
Hi. < ta KJET AXLE. £ 

定理 25.5 ”在 定理 253 BEF, FE G 中 存在 函数 s = 
Fa, w r) 满足 关于 (a6,z) 的 Carathéodory 条 件 及 不 等 式 


wolt, w, £) < waft, w, z) a.e. + G; (25.31) 


又 在 (25.27) 所 定义 的 函数 q 的 定义 域 D PRERA J= gt Ew) 
Wü XT (t,£) 的 Carathéodory 条 件 及 不 等 式 
g(t,£, w) < gt, £, w), (t, £,u) € D; (25.32) 


Eb $ — $(5w£ E € = £o) 分 别 为 以 下 初 值 问题 (25.33) 及 
(25.34) 的 极 大 解 : 


dy 


w twy)  w9-£& (25.33) 
= 0), E0) = Fw), (25.34) 


EP g Jo 可 测 随 机 变量 ， 满 足 9 < 9. 则 对 于 方程 (25.24) 的 唯 
一 解 Xx. 
X(t) x Et, W (1), £t) (25.35) 


对 aaw 及 使 上 式 两 边 有 意义 的 一 切 t 成 立 
证 应 用 引 理 25.4 BJ 312 £ «E BD 
P(t, w, €) < 9t, w,£) 


# Ó$ É OddmadjiuXSLaegRu. Bul—s3a39J,49«5 
时 有 _ 

Eft w) < Elt, w) 
在 t 及 的 公共 定义 域 上 a.e. 成 立 AMAER. ag 
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下 面 讨论 应 用 的 儿 个 例子 : 
例 4.8 考 溃 具有 相同 扩散 系数 o 的 两 个 随机 微分 方程 : 


dX(? = V9 (t, Wa, XË? Jdt + a(t, We, X9)4W, 
X(-«9  (i—1,2) 


其 中 ob g LO 均 满 足 定理 25.3 中 的 条 人 忻 ， 且 g < 40, 
b (tw, z) x bO, n, z) F G For. $ 


. abe 1 . 
gt) = 9$. d ) 一 zw + 938) 一 a] (¿= 1,2), 


其 中 于 为 初 值 问题 (25.26) 的 唯一 解 ， 易 见 ， 在 其 公共 定义 域内 有 
g < gt 因而 由 定理 25.5 可 知 对 acad, 在 公共 存在 区 间 内 ， 有 
XP < xp». 

例 4.9 考虑 具有 不 同 扩 散 系 数 的 两 个 随机 微分 方程 : 


dX? = o (XPW, + ha (XË))o1 (XP dt, 
XÜ-zicm (=1,2), 


其 中 ci > 0,0; € CORY = 1,2). 
首先 ， 解 下 列 初 值 问题 : 


dy; 
dw 


TRH B(w, gi) 1,2) 满足 以 下 等 式 : 


[ dy [o dy 
= == — 
: oily) & ex(y) 


在 此 特殊 情形 下 ， 因 5; = ioi, 故 (25.27) 中 的 g; = 0(š = 1,2), 40 
值 问题 (25.28) 的 解 为 常数 ， c = =. AIE, F3 Yee RA 


[35:3 
之 — 
Zi Cl (y) mz oa (2) 


= ci (yi); y: (0) = £; ( = 1, 2,). 
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则 $ Gao,zi) € 92(u, 22), 于 是 对 aaw 有 
XP = Wir) < (Wor2) = XP, temy. 


例 4.10 考虑 随机 微分 方程 
dX, -b(X)dt o(X,)-dWi, — X(0) = zo, 
其 中 c € CLR), be C?(IR) 满足 局 部 Lipschitz 条 件 及 线性 增长 条 


件 
[be)| € Koll + 22): 


在 此 条 件 下 可 知 函 数 o 及 由 (25.27) 所 定义 的 9 也 满足 线性 增长 条 
件 ， 医 如 说 
le(z)| € Ki(1 + 2232, 


lat £) < Kü + £). 
48 = sgn(w): KI (1 + 22) d g 2 K(1--£2)3, 定理 25.5 rh (25.33) 
KR (25.34) 的 解 分 别 为 
$ —sh(Ki|w|-c) — e-logl£ + VA + £2| 
及 


É—sh(Kttej, — e logizo + l+ dl. 

应 用 定理 25.5, 可 得 到 扩散 过 程 X, 的 轨道 的 渐 近 估计 ， 对 a.a.w 有 
X(t) € sh(Ki|W(t)| + Kt + ci), vt € R... 

类 似 讨论 ， 可 得 其 下 界 : 
X(t} > sh( —KilW (£)] — Kt + c1), Vt c P. 


要 将 上 述 方 法 从 一 维 情 形 推广 到 多 维 人 情形， 对 于 解 过 程式 来 
说 ， 从 取 值 R 推广 到 取 值 RT 没有 任何 困难 ; 但 对 于 驱动 过 程 W 
来 说 ， 从 取 值 RE ARA IR) 将 出 现 本 质 的 困难 ， 因 为 此 时 方 
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FE (25.16) 或 (25.12) 成 了 一 组 偏 微 分 方程 ， 要 使 它 完全 可 积 ， 需 要 
满足 所 谓 Frobénius 条 件 . 

为 确定 起 见 ， 我 们 考虑 仇 茧 方程 (21.1), 其 中 系数 充分 光滑 . H 
随机 微分 规则 ， 它 等 价 于 如 下 的 Fisk-Stratonovich 方程 


dX, —b(X)dt--o(X,)odW,, te R., 
{ X, — z € R”, t + (25.36) 
其 中 
" 1 ; 
b (z) = b'(z) - 3 2 2 (O Bkoj(z) 
j=1 k=1 
i= 1,2,...,m). (25.37) 
令 


4o() = $ 88s 
表示 由 系数 8 Roo 所 决定 的 R” LENAR, WJ fE (25.36) 
可 记 为 
d 
dX, = A0(X,)dt + V^ A; (Xe) o WF. (25.38) 


= 
此 式 应 理解 为 ， 对 一 切 充 分 光滑 的 函数 f, 有 
df (X4) = (Ao f)XX)dt + Ya pG o dW7. (25.39) 
| = 
IR” 上 任意 两 个 光滑 向 量 场 : 
A(-) = DO. 
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可 以 定义 新 的 向 量 场 : 
[A,B] = AB — BA, (25.40) 
即 
l4 B) = Y (Y: e O9) -POB ha: 


i21 j=l 

l, | 称 为 Lie 括号 运算 . 

实数 域 上 的 一 个 线性 空间 H, 若 其 中 规定 了 Lie 插 号 运算 ， 且 
VA B C eH Ro,BecmRdà 

1° [xA + BB, C] = a|[A, C] t 8B, CE 

2? [A,BI] = - IB, Al; 

3? HA, B|, C] + ([B, C], A] + IIC, A], Bl = 0, 
则 此 线性 空间 称 为 Lie 代数 ， 我 们 以 Lie {4;,1 < j < dy ERE 
Ai, As, ` .. Aa 的 H 中 的 最 小 Lie 子 代数 ， 称 为 由 向 量 A1, A2, ttg 
Aa 所 产生 的 Lie 代数 . 

讨论 相当 于 (25.16) 或 (25.12) 的 全 微分 方程 : 


bi — gi i =, mi j= 1, d 
{ 0 Ee 500 30 san 
X Lie {Aj 1 € j dd Jy Abel 代数 时 ， 则 此 组 方程 完全 可 积 ， 因 
而 可 以 用 上 述 方法 求解 方程 (21.1) 2k (25.36). Yamato[1] 进一步 证 
明了 ， 只 要 Lie {41 < j < d) 具有 某 种 冠 零 性 质 时 ， 其 解 仍 可 以 
用 多重 Wiener 积分 表示 出 来 ， 

由 于 这 种 方法 可 以 直接 应 用 常 微分 方程 理论 中 已 知 的 结论 ， 所 
以 无 论 在 随机 方程 的 理论 分 析 或 数值 计算 方面 都 是 很 有 效 的 . 进 一 
步 的 讨论 可 参看 Doss[1], 黄 志 远 [2,3] 以 及 黄 志 远 、 许 明 毕 、 胡 则 成 
[1]. 
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第 五 章 Malliavin 随机 分 析 


自从 Wiener 1923 年 构造 了 Brown 运动 的 数学 模型 以 来 ， 许 
多 人 试图 对 Wiener iZ pg ztor — E Br EH IC. TERIER, FEAL 
WZA, [fh an pm 0 aki EBE TUPA AT 7) EE BJ RR, HXT Wiener 
空间 的 任何 一 种 范 数 (或 准 范 数 ) 来 说 ， 未 必 都 是 连续 的 ， 当 热 更 
谈 不 上 它们 的 Fréchet 微分 了 . 直到 1976 F,  Malliavin[2) 建立 了 
一 套 对 Wiener 泛 函 的 “相对 微分 " 运算 ， 使 这 些 重要 的 泛 函 在 某 
种 意 闪 下 是 “光滑 ”的 ， 西 而 获得 了 一 个 重大 的 突破 . 由 于 这 种 微 
分 是 对 Wiener 泛 函 进行 的 ， 所 以 Malliavin 称 之 为 “随机 变 分 运 
算 (stochastic calculus of variation)", 现在 则 一 般 称 之 为 Malliavin 
calculus， 应 用 这 种 运算 ， Malliavin 第 一 次 用 概率 方法 证 明了 偏 
微分 方程 理论 中 关于 亚 椭 国 算 子 的 著名 的 Harmander 定理 (参看 
Hórmander[1]).. 于 是 ， 这 一 成 就 成 为 当今 随机 分 析 领 域 中 最 瞩目 的 
成 果 之 一 ， 并 且 得 到 了 广泛 的 应 用 . 

为 建立 Malliavin 随机 分 析 的 严格 数学 理论 , 许多 学 者 从 不 同 的 
途径 进行 了 研究 ，Stroock 和 Kusuoka (参看 Stroock[2,3,4], Kusuoka- 
Stroock[1,2,3]) 系统 地 发 展 了 Malliavin 关于 Wiener 空间 上 的 
Ornstein-Uhlenbeck 半 群 理论 Bismut[!] 应 用 更 为 直接 的 Girsanov 
变换 方法 , 得 到 了 Wiener 空间 上 的 分 部 积分 公式 、Shigekawal[1] 和 

` Stroock[2] 提出 了 Wiener 泛 函 的 Sobolev 空间 概念 ， 接 着 Meyer[6j 
证 明了 不 同类 型 Sobolev 范 数 的 等 价 性 ， Watanabe[1,2] 研究 了 
Schwartz J^ X. pi HI Wiener EADS, 引进 了 广义 Wiener 1£ if 
及 其 渐 近 展开 公式 ， 因 而 形成 了 一 个 统一 的 Sobolev FR. Æ 
书 着 重 介绍 Malliavin 随机 分 析 的 Sobolev 空间 方法 . 
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$26. Wiener 空间 及 Wiener i2 Pš 


在 本 章 中 ， 我 们 以 W 表示 如 下 连续 函数 空间 ， 


w = {we cun. > R°); w(0) = 0, B im. kils =0}. (26.1) 





由 Brown 适 动 轨道 的 熟知 性 质 (例如 参看 (0.3)) 可 知 其 几乎 所 有 轨 
道 属于 空间 W, 因而 Wiener 测度 站 实际 上 集中 于 W E, 在 WW 中 
定义 范 数 : 

Jwh = sup(1 t) w(t). (26.2) 


则 W 构成 可 分 Banach 空间 ， 以 号 = B(W) 表示 其 Bore 子 集 o- 
代数 ， 再 = B” 表示 BOX 4 的 完备 化 o- eX MU QW. Bu) 为 
一 完备 概率 空间 ， 其 上 一 切 B 可 测 函 数 (随机 变量 } 都 称 为 Wiener 
GEB, mos FE à 的 积分 (数学 期 望 ) uu EL]. 

值得 注意 的 是 , 一般 的 概率 空间 并 没有 拓扑 结构 和 和 代数 结构 ， 
但 如 果 采 用 OW, B, e) 为 基本 概率 空间 ,由 于 W 是 Banach 空间 , 给 
予 了 概率 空间 以 补充 的 线性 拓扑 结构 ， 因 此 有 可 能 讨论 对 Wiener 
EZ Pq BJ bK y al BB. 

在 有 限 维 空间 IR 中 的 微分 , 是 基于 Lebesgue 测度 关于 一 切 方 
向 运动 的 不 变性 质 . 但 在 无 穷 维 线性 空间 中 ， 却 不 可 能 有 这 样 的 测 
FE. 例如 , 设 五 为 任 一 可 分 . 无穷 维 Hilbert 空间 , # À 29 H rh Borel 
测度 , 在 每 一 非 空 开 集 上 取 正 数值 , BEAR Bore 集 上 取 有 限 值 , 则 
和 不 可 能 有 运动 不 变性 质 . 事实 上 , 只 要 任 取 一 组 正 交 基 (ex) 考虑 
以 ex 为 心 、172 为 半径 的 球 B, (E € IN), 和 以 0 为 心 、2 为 半径 的 球 
B, 车 六 有 具有 运动 不 变性 质 , MAA B, 互 不 相交 且 会 于 BH, UH 
MB) > TO AG.) = limran 3544 M BR) = limno mA = oo, 
于 是 和 假定 矛盾 . 

因此 ， 在 Banach 空间 W 中 ， 我 们 很 自然 地 以 Gauss 测度 y 
来 代替 有 限 维 空间 中 的 Lebesgue 测度 ， 关 于 Banach 空间 中 Gauss 
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测度 一 般 性 质 的 研究 ， 读 者 可 参看 Kuo[1], Skorohod[2] 或 Daleckii- 
Fomin[1] 在 这 里 ， 我 们 限于 讨论 Wiener WE. 
对 任意 hc W, 考虑 推移 算 子 ， 


0, :W 25 w — mu + h € W 
及 其 在 巨 上 诱导 的 测度 : 
Lh 三 po, 


. 我 们 知道 ， 一 般 说 来 ， js RAM 4 等 价 ， 然 而 根据 Gimanov X 
理 (参看 815), 若 记 属于 以 下 子 空间 : 


—OH m(h = (ht,... A) € W; 如 绝对 连续 


BEER e (R), i-1..4 (26.3) 
则 usu A 
s = e»( f (h(t), dw(£)) 一 i/ A(t) ae). 
在 互 中 定义 内 积 : 
(h,g)# = f “hdd  h.g e H. (26.4) 


Wi H 为 可 分 Hilbert 空间 ， 由 于 
l/&]hw = sup(1 + $) 1 A2 
#>0 
< sup( + NE (t Í lh (e)i2as) 


=sup(t + t) "(ls < Allar 
t> 


所 以 嵌入 映射 i: H 一 + W 为 连续 ， 且 (H) fe W 中 稠密 . 但 根据 
Brown 运动 轨道 的 不 可 微 性 质 ， 我 们 有 u(H) = 0. 
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通过 Riess RA H 与 其 对 偶 空 间 HAAA, WA 
命题 26.1 Ww" H — W, (26.5) 
其 中 o ETER, AERA. gung 


W* = 人 = (4,… l)e H; L RAAR 
Sx, H dim tl(t) 20,42 1,-.. ,d). (26.6) 


证 前 面 已 证 明 五 性 W, T wW c H* 是 它 的 直接 推论 . 根据 
Riesz 定理 ， 任 给 1 < H", 存在 唯一 的 大 E H, 使 对 于 一 切 gc HB 


<, g >= (gn = f ^ hult), 9(t))dt, (28.7) 


其 中 < .,- > An HxH ERRUN tE. 
E h 属于 {26.6) 右边 的 集合 ， 由 分 部 积分 可 得 


<l, g»-- Í T igle), dilt), (26.8) 


A < > WARA W 上 的 连续 线性 泛 函 ， 反 之 ， 车 1 e W*, 则 
存在 RE. 上 有 限 符 号 测度 A (i = 1,-- ` ,d), 使 


<l, u >= f eoa. w € W, 
0 


其 中 < ,> BRW XW ECHARREN, M= (M AD. 
令 i 
hia) = Í M[s.oo)ds G= 1, d, 


Ji] h; = (hi, hf) 属于 (26.6) tinis 6. (E — gc E, 
(h, gu = Í Ollo), adt 
D 
-f (g(£), A(dt)) =< 1, g >, 
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故 由 Ries Bb F, ¿= hi, 于 是 (26.6) R. 1 

Ë “今后 我 们 将 不 再 区 别 ! 和 h. 而 将 H* 与 H 视 为 同一 空 
间 ， 由 (26.7) 可 知 ， YY* x W 上 的 双 线 性 型 < . > 局 限于 H 时 
和 五 中 内 积 (-,-)g 重合 A LEW" FF 


< L uo >= n ie) 


正好 是 1 关于 w 的 Wiener WEHR H, Am Wiener iR < I, > 
是 概率 空间 (W,B,u) 上 的 Gauss 随机 变量 ， 均 值 为 0, 其 方差 为 


El< L. >< U, >) -f € lw >< l'iw > u(dw) 
ce Ww 
= f de, Fe) - t Ds. (26.9) 


.EsRGEBEBRAE 1 一 ;<1 :> 为 百 中 的 稠密 子 空间 wW" 到 L2(yy, B, 
u) 中 的 线性 等 距 ， 因 而 可 开拓 到 日 上 . X hec H,« h, w > BD h 
XCFow BJ Wiener 随机 积分 .但 是 必须 注意 ， 作 为 LUW, B, u) 中 
极限 的 随机 变量 < h, >, 只 是 uas BEM y-as. 唯一 确定 
B Wie 和 ”时 ，< .> 处 处 有 定义 ， 且 (通过 分 部 积分 公 
A) 可 以 表示 为 按 执 遵 的 积分 - dp 仇 y} 为 H 中 的 标准 正 交 基 ， 出 
(26.5 可 知 ， (< hj, - >) 为 09, 瓦 站 上 的 独立 标准 正 态 戎 机 变量 
FF). HTHH te R I,h (s) = tAs EH, H wt =< h, w>, 
BW B WH (< h;, >e N} EE. 

—füiü, Æ H 为 可 分 Banach Z0), H 为 可 分 Hilbert 空间 且 
H, RISOE BEA B 将 H 5 H* 等 间 ， 我 们 有 


B'— H'z H — B. 


Bn 为 B 上 的 Gauss 测度 ， 均 值 为 0, HAWEZI: 
Í <l, z >< U, z > p(dz) = (I, l')g, Li! c B*. 
H 
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则 称 (B, H,u) 为 抽象 Wiener 空间 ， LER OV, H, u) 称 为 经 
H Wiener 空间 . 或 简称 Wiener 空间 . 

更 一 般 地 ， 若 (9 大, 站 为 一 完备 概率 空间 ， 吾 为 可 分 Hilbert 
zh Wah e H) 为 一 族 Gauss MIFE, WE: 


E[W,]-0; | E[W,W,] = (h, gg, kge H. (26.0) 


WAR (Q. F, H) 为 Gauss 概率 空间 ， 

下 面 限于 讨论 经 典 Wiener 空间 ， 但 所 有 结果 均 可 推广 到 抽象 
Wiener 空间 万 至 一 般 的 Gauss 概率 空间 上 去 . 例如 参看 Sugita[1,2], 
"Watanabe[1,2], Malliavin[9], 黄 志 远 、 严 加 安 [1]. 

亿 上 面 讨论 可 知 ， Wiener 测度 对 于 WW PARETE H 
中 的 “方向 "六 而 言 , 具有 某 种 “平移 不 变性 ", 这 种 性 质 称 为 拟 不 变 
ft. 正 是 由 于 Wiener 测度 的 这 种 拟 不 变性 质 , 才 有 可 能 定义 Wiener 
泛 函 的 相对 微分 运算 . 

定义 26.2 d$ E ARA Hilbert 空间 一切 B/B(E) n pill ph S 
WRA E d Wiener AEE t. FD APO) S ae + 
SE RU ER); WE p € [l oo), Æ E f Wiener i£ 98 v fif lo(w)l[z ÆW 
EA an TAR, Me pe PEN 其 在 LUE) 中 的 范 数 定义 为 


lolle = Hellz = Elele. (26.11) 


$, C4 E — R, XE LPUR) 简 记 为 L. 
EX 26.3 Wiener iH e, 车 存在 正 整 数 Tt, EETA plz, `. 3 
TQ) 及 OR Dan i093 e H^, 4$ 


e(w) = p( « 10) w >... | < I) >), w € W, (26.12) 


则 称 为 SAXE. 密 项 式 泛 函 总 体 记 为 TP. 
E 值 Wiener Z A v, 车 存在 正 整 数 rpl ,Pm € P É 
名 1 ;em € E, 使 


pw) = M pelwer — w€ W, (26.13) 
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则 称 为 吾 值 多 项 式 泛 画 ， 其 总 体 记 为 P(E). 

注 在 七 述 定义 中 ， #Bh+ Schmidt 正 变化 方法 ， 总 可 假定 
10)... 1) 为 五 中 标准 正 交 系 ，e1,-… ,em A E PREEZ. 

命题 26.4 P(E) 在 L'(E) (1 < p < oo) 中 稠密 . 

证 只 证 五 = 瑞 的 情形 . 选择 五 的 一 组 标准 正 交 基 (5), 则 
{< hj, >) 为 独立 标准 Gauss 变量 序列 ， 生 成 o- 代数 百 E P + 
TEM. L 中 稠密 ， 则 对 p 的 共 辆 指数 o 存在 非 零 随机 变量 < 8 LO 使 
Vo € IP, IE(£v] = 0. 由 此 推出 


E |£ exp (i Y < hj- > J] 


j=1 


-È E p| «s» )"] 2o 


mzü 3=1 


HER n eN, tp tn € REY. A 
En = Elé| < hi, > < h... >], 


则 在 在 IR ppt g, 使 


&£(w) = g(< h,w >... < ha, >). 
但 
IE e, exp (i555 < h;,- > J| 
j=1 
= E|t ex» i; < hj > }| =0, 
此 即 


/ g(z) exp fi Sija balaz) = 0, 
m" = 
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其 中 7 为 再 ”上 标准 Gauss MPE. H Fourier 变换 唯一 性 可 知 9 = 0 
ae[y] 于 是 É, = 0 as. fpi SES, £, — € as, 从 而 
£ =Ü as, IK HE JS, MA IP 在 一 切 22 中 稠密 . A 

下 一 节 将 讨论 Wiener Z 88 BJP ays. 它 实质 上 是 一 种 无 穷 
维 的 微分 运算 作为 准备 ， 我 们 先 讨 论 有 限 维 空间 (R SUR), y), 
其 中 了 为 BR?) 上 的 标准 Gauss 测度 : 


yids) = (21) exp(- |z/2)dz. 


以 Co UR"). 及 Co Un? — R°) 分 别 表示 实 值 和 R° 值 的 缓 增 Ce ' 
PA (无 穷 次 可 微 . 旦 其 各 阶 导 数 增 长 的 阶 不 趋 过 多 项 式 的 增长 ) 的 
空间 . 

X ec CURD, 其 梯度 Vp c C (RR 一 I) 由 下 式 确定 ; 


(Volz) h) = acies -sh),.-o, z,he Rš. (26.14) 


Xf 9 € CR" — R°), 仿 此 也 可 定义 Vy e Cos n" — R° @ IR). 
其 散 度 div o € CUR) 定义 为 


divó(z)-tr(Vy(r), eR’. (26.15) 
车 令 
év(r)s(V(r)z)-divv(r, z € m$, (26.16) 
则 有 以 下 分 部 积分 公式 ; 


命题 28.5 d p E CSUR?) y e Con? — m), Wi 


i f sswaatas) = f (He) eyda): (26.17) 


2 f (vet)éGyde)- f eM vue) (26.18) 
P ma 
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证 db = (01,7, 03), 由 于 div yla) = Di 0s) ^ (n). 
(b(z) z) = Y rrp (e), 为 证 (26.17) 只 须 证 明 对 每 个 大 (k = 
15d) 


f 8," (z)y(dz) = f sry” (z) (dz). 
Fu Fd 


由 于 上 式 两 边 被 积 函 数 均 可 用 21,22. ,Ta 的 多 项 式 按 y 测度 均 
TEE, ARAFE yrl) 为 多 项 式 的 情形 ， 由 积分 的 线性 性 质 ， 
又 不 妨 候 定 其 为 单项 式 ; 若 此 单项 式 售 z. HARKE, MAR 
分 为 0, 于 是 只 须 证 明 当 ytle) = zi 时 上 式 成 立 ， 但 此 时 左右 
两 边 均 等 于 (2m — 1)!!, 故 (26.17) 得 证 . 

在 (26.17) 中 以 o fŠ v, 注意 

divy) = pdivy + (Vv, V) 

及 (26.16), 即 得 (26.18) Æ. 1 

再 考虑 Ornstein-Uhlenbeck 算 子 : 


d 
c= = (A- S rôk). (26.19) 
k=1 


根据 第 四 章 $21 例 4.5, £ 扩散 过 程 X 为 以 下 随机 微分 方程 之 唯一 
强 解 ， 
dX, = — Xrdt + V2dW,, Xo; = z € R’, 


此 解 有 明显 的 表达 式 : 
X, = e tz + f e (t-9qW, te R,, 
ü 
由 于 (X, — e7fz)(1 — e 2t)-1/2 服从 d 维 标 准 Gauss jAi, SH £ 
生成 的 转移 半 群 共有 以 下 形式 : 
(Tyr) = E [eCX:] 
= [iet etus) 


t> 0, z € RÀ, oc CS(R?). 
(26.20) 
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由 定义 立即 可 得 
命题 26.6 # o9 c CUR), Wi 


f «Xenia = Weed) (282) 
ma qd 

证 dE (26.18) b DL Vy f v, 即 得 

左边 = - [eG ys) 
P 
=- | (veo votum) 

此 式 关于 e 及 纱 为 对 称 ， 故 和 右边 相等 ，1 

以 上 性 质 称 为 Drnstein-Uhlenbeck $T 80 El Rei lE, sk Orn- 


stein-Uhlenbeck 半 群 的 对 称 性 . 下 一 节 将 要 推广 算 子 VE K £ SI 
X TE. 


习题 5.1 证明 对 一 维 Orastein-Uhlenbeck 半 群 [7,,1 > 0) E 
Hermite 和 多项式 
hz) = (C1) ^e Z (e) 
T" — dr" 1 


有 
Tihnla) = 6" h.(z) t20. 
(提示: 利用 恒等式 (16.21) 


exp faz 一 =) = 二 Sh. (m). 


. 259. 


827. Wiener ZZ ARRIBA K: 
Ornstein-Uhlenbeck 类群 


为 对 Wiener ZZ PR E X53 i5, RTB Jy ie GA. Hk 
HETRE T V, 及 £( 它 实质 上 是 有 限 维 的 ), 其 次 定义 
其 Sobolev 范 数 和 Wiener TZ BR B] Sobolev 空间 , 然后 将 这 些 算 子 的 
定义 域 开拓 到 Sobolev 空间 上 去 . 其 中 关键 是 利用 Wiener 混沌 分 
解 (参看 810) 及 Ornstein-Uhlenbeck 半 群 的 超 压缩 性 质 (hypercon- 
tractivity, BL Nelson[2] 以 及 定理 27.8). 

XX 27.1 XH p € P, HE w c W 的 梯度 (Bl Fréchet 导数 ) 
Volw) c H HFR: 


(Nw), 三 ZL lou + zu)le=o, u € H. (27.1) 
当 e(w) 具有 形式 (26.12) 时 ， 容 易 算 出 其 明显 表达 式 : 


(Ve), u) = S` Bip(< < D ws, < 1) uw»). a). (27.2) 


k=1 


因为 Ve(w) e H, WE Ve € IPCH), BI) H f E Dix. 
一 般 地 ， 设 五 为 任 一 可 分 Hilbert 空间 ， v € P(E} 则 其 在 
vc ip sEVebw) e PH @ E) 由 下 式 确定 ; 


(Ve), h @ e)ueg = ZIW + eh),e)g]s=o 
u € Vy, h € H, e € E, (27.3) 


其 中 B @ E 表示 Hilbert 空间 H 40 E fü 3 d 3H, BUSH H x E E 
的 双 线 性 型 V, BRL) Hilbert-Schmidt 范 数 ， 


/ 
Ila = (Yos P) 
Jk 
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JH Ej R BJ Hilbert 空间 ， 其 中 {hy} 及 [ex] 231A H 及 E 的 标 
EELE TEKI IE 2 JSE 88 T IEEE ERE { 例 如 可 参看 Reed- 
Simon|1]). 而 且 对 于 hi, ho cH KÉ €1,62 € Ë, 有 

(hi @ e, ha O es) nez = (hi, ha)plel, ex)g- 


当 p(w) 具有 形式 (26.13) 时 ， 容 易 算 出 其 明显 表达 式 ， 


Vyplw) = > Ver(w) @ ex, (27.4) 
k=1 
易 见 ， 此 值 不 依赖 于 y 的 特殊 表示 形式 . 
特别 , 2 p C IP BJ, y= Ve e IP(H) Vó = Vo e IP(H @ H), 
依 此 类 推 ， 一 般 地 对 ke 让 有 


V*o = V(V*-1y) e IP(H*9), 


k 
—FV v .g= 
Km H = H @ H @-.. @ H #ë H 的 SK n. 一 般 地 ， 当 
e 到 (如 时， 有 
V4 € IP(H*9 @ E). 


H VEHQH, 定义 其 迹 ir (V) 为 


tr(V) = Y (v, hx 加 hk) HOH, (27.5) 
k=1 
其 中 Uu) 为 H 中 任 一 组 标准 正 变 基 {车 此 级 数 绝 对 收敛 ， 其 值 也 
不 依赖 于 正 交 基 的 选择 ). 


对 多 项 式 泛 函 的 微分 运算 ， 实 质 上 是 有 限 维 的 ， 利 用 有 限 维 
Gauss 概率 空间 的 结果 容易 得 到 梯度 的 如 下 性 质 ， 
命题 27.2 R p PPn € P f(zi, ;Tn) 为 实 包 项 
X, keH, M 
V(eV) = pV + VV, (27.8) 
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V f(e tan) = Yin. r Pa) V Pk (27.7) 


El(Vy, h)) = Ele < h,- >), (27.8) 

Ew (Vo, h)] = Elpy < h,: >] — Elp(Vy, A). (27.9) 

证 ”前 两 式 可 直接 验证 . # pw 具有 形式 (2612 HER I9, 

tn) 为 E 中 标准 正 交 系 ， 则 可 扩充 为 了 之 一 组 基 {hen 于 
EY. 由 分 部 积分 公式 得 


Ele < h- >] = z|o Y 9, 1) <). >] 
j 


= ka. (o f. mp(miyc.ma)y(da) 


n 
= You, h) [89 mm 
j=l K” 


H y 为 R 上 标准 Gauss 测度 . 但 根据 (27.2) 式 ， 上 式 恰 好 等 于 
E[(V e, h), 于 是 证 明了 (27.8) 式 . 在 (27.8) REPA ev RE o 并 
利用 (27.6) EHH (27.9). I 

现在 来 讨论 V ARST d 因 梯 度 Vo 为 HZA, Wk H 
相当 于 切 空 间 ， 五 值 泛 函 即 向 量 场 ， 而 V HUJCSE CT ó 相当 于 向 
EHRE. K (26.18) Æ IERE, ROA 

5ESL2T.3 We ce IP(H), K WI ov c 也 由 下 式 确定 : 

E |,e] = ElV y, o) n], Vp c P. (27.10) 

—fHh, # E 为 可 分 Hilbert = JJ, 9 e IP(H Q9 E), K MUR óv e 
P(E) H F XE: 


El(o, 59)s] = IE(Ve, V)nesh Yo € P(E). (740) 
x y € P(E), 定义 Ornstein-Uhlenbeck 算 子 (简称 OU WT) 为 
£p = — Vo. 
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下 一 命题 给 出 了 包 项 式 情形 下 的 具体 表达 式 从 而 也 证 明了 了 上述 
定义 的 合理 性 . 

命题 27.4 Xp c PH) 具有 形式 v = XL. vh 其 中 
ex € IP,hy € H(k = 1, ,m), WJ 


óv = les < hr > —(Vek, hk); (27.11) 
k=l 
E e € PP RAER (26.12), Wi 
£g — S 8,8jp( « 10) o, eI, S0, 1G)) 
k,j=1 


n 
一 Y Ə,p(< KD. D, 10). >) < LR) >. 
k=1 (27.12) 


证 根据 (2739) 式 ， Vece P K k=1,::- ,m # 
Elpr(Yo, ha) = Elppr < hrs- >] - IEje( Vv, h&)] 
Xf k 求 和 即 可 看 出 由 (27.11) 给 出 的 vo 满足 定义 式 (27.10). E e 
由 (26.12) 给 出 ， 由 (27.2) 式 
Çe -aupt< IO, ys, SO, 
k=1 


BH (27.11) 计算 59w 即 可 推出 (27.12) $. E 
命题 27.5 pE 了 ,we PH), M py € JP(H), B 


dpt) = poy — (Ve, v). (27.13) 
E py € IP, 则 


Cipy) = e£ + Co + 2(Vv, Vq), (27.14) 
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IE £9) = -EV e, Vy) = E[# Ce]. (27.15) 

证 Phi ó = Yami kha, Kov. € Ph. € H(k = 
1,-,m). W = XU eekhk. fE (2711) 式 中 以 ppr f& pr 
并 注意 到 微分 公式 (27.6) 即 得 (27.13). 由 (27.6) 及 (27.13) 可 直接 
验证 (27.14) 式 ， 在 (27.10) 中 以 Ve 伐 昌 并 注意 到 此 式 关 于 v 
的 对 称 性 即 得 (27.15) 式 . 1 

t 车 也 三 he 日 为 常 向 重 场 ， 比 较 (27.8) 及 (27.10) 式 ， 或 
直接 由 (27.11) 式 可 知 ， óh =< h, >, BD À XP ow 的 Wiener 随机 
积分 . 

习题 5.2 对 heH,we IP, W 

Vap = (Ve, h), 页 = ó( eh), 
W[ Vie + óe =< hs > p; vem, 
IE[pós| = E| V ny. 

为 了 建立 Wiener j£ PRU Sobolev 空间 理论 ， 首 先 考虑 L2 = 
L*(W,B,u) 的 Wiener 浑 济 分 解 . 回忆 Hermite 多 项 式 的 定义 
(16.25): 

ha (z) = Cape T en z€ R, n€ Na 
及 性 质 (16.56): 
f. hn (z) hs (r)v(dz) = fman!, n,m € No, 


其 中 (dz) = (22) !/? exp(—22/2)dz. RI 3,4 BUS (n) 1 hs (z), 
n € No} 构成 Hilbert 空间 L?(JR, B(R), y) 的 标准 正 交 基 . 

设 a = {a} 为 一 列 非 负 整数 ， 其 由 只 有 有 限 个 不 为 零 ， 记 
lo| = X, ex a! = TT, (z+), 并 将 这 样 的 非 抽 整数 列 总 体 记 为 A. 任 
BAE H 的 一 组 标准 正 交 基 Phen. 令 


hae) = | [xz (< I) >), a={osjs4A (27.16) 
k 
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Bios Ez 2393841 rh SEES E HS SIR, MEA h. AEDA BR. 
命题 27.6 ((al 12k (uo), a € A) 构成 L 的 标准 正 交 基 . 
证 由 于 [< HER) a >, k € N) 在 Wiener WE p FAIL, E 
分 布 的 NN(0,1) 变量 序列 . 车 a = (ox) € AG = (8x) € A, WA 


Eh hg] = Í, II^. to >)ha, (< 09, >)p(dw) 
k 


- [I f. ha, (m)ha, (2) (da) = ] [(ox195,5.) 
k 4709 


k 
= alies, 


命题 得 证 ， 里 
车 以 Ga XE H EDI CIE AR {halw) ja] = n1 所 生成 的 五 ”的 
诸 子 空间 ， 则 重新 得 到 了 Wiener 浑 沌 分 解 : 


r= c... (27.17) 


位 一 】 
其 中 Go 为 常数 所 构成 的 闭 子 空间 (参看 定理 16.6, 在 那里 用 的 是 
Wiener 重 积分 表示 ). Gi = (< h, >h e H) IH ERI. DI Ja 
表示 到 Ga 的 正 交 投影 ， 则 对 一 切 f € L^, 有 1 


f=Y af QR). 
n=0 


仿照 有 限 维 情形 (参看 (26.20) 式 ), 我 们 可 以 定义 无 穷 维 空间 
(Wiener 空间 ) 上 的 Ornstein-Uhblenbeck 算 子 半 群 : 
定义 27.7 Xbt20R ee LL EX 


Tug(w) = Í, ple tw + y 1— e-?tu)u(du). (27.18) 





UStroock[5] 给 出 了 计算 Jaf 的 方法 - 
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{Tnt > 0) RA Wiener 空间 上 的 Ornstein-Uhlenbeck 2E BE. 
3$ 0 为 多 项 式 泛 函 时 ， 上 式 积分 实际 上 是 有 限 维 的 积分 ， 
习题 5.3 — uEBD t > 0 # LIP c P, B# ç € 到 ,pp 一 
> ec bn F d F n), 则 


Te= eU Je, t2>0, (27.19) 

AMX s > 0 8 
Tip = T). (27.20) 

# peP, Wg 
TJ|@T,e] = EJ|eT,2]. (27.21) 


如 果 对 o € IP, 定义 此 半 群 的 生成 算 子 为 


d 
£p = v [Twehi-o = — 2 nhe (27.22) 


则 此 算 子 和 (27.9) 定义 相 一 致 ， N = EMEN 计数 算 子 . 
注 hF P ELL rpm, d£ (2719),(027.20) 及 (27.21) 在 L 
中 仍 成 立 ， 特 别 


Ga = {p € D; Tug = e "to, Vt > 0), 


因而 Wiener 混沌 分 解 (27.17) 实际 上 不 依赖 于 正 交 基 (00). 的 选 
#. WER 


Dom(Z) = (e € £^; Y^ llel? < oo). (27.23) 
则 对 y € Dom (£), DA (27.22) XX. 


可 以 证 明 ， 对 Vp € [1,o0), (Tt > 0) 是 LP 上 的 压缩 算 子 半 
群 ， 但 我 们 实际 上 可 以 得 到 更 强 的 压缩 性 质 ， 即 所 谓 超 压 编 性 : 
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定理 27.8 (Nelson|[]]) EE p € (1,oco), t > 0 AAE git) = e2t(p 一 
1)+1 > p. 则 对 we L^ A 


Rela < leil (27.24) 


证 显然 只 须 对 有 有限 维 情形 给 以 证 明 ， 这 里 我 们 采用 Neveu[3] 
的 简单 证 明 方 法 . 

BW = [W,,0 = t < 1) 及 证 = 二 ,0<t<1] 为 任 一 
概率 空间 上 的 相互 独立 的 两 个 d tE Brown 运动 ， 生 成 o- 代数 流 
{F0 <t < ll.a € (0,1), g= a77(p— 1) + 1,9* A qa AHAH, 
Bl q Y+ (gq) 1 —1.o 5 v AATCS JE BOR?) GJ GRE, AE 
下 界 ， 作 正 交 变 换 ， 


| W =aW, + VI- aW, (0<t<1)， 
1). 


Wi = y1- a2W, — aW, Mats 


则 W' X W 关于 三 4529 Brown 运动 且 相 互 独立 (238 23 88 3.2). 
注意 
mier) = f (eyes) = Meli 
FK 


其 中 y 3g d 维 标准 Gauss WBE, L? = LPUR", BUR), y). 同 理 ， 
E(QV] = ell. 由 随机 积分 表现 定理 ， 存 在 d 维 循序 可 测 过 
EU B V 使 
1 f 
ep" = lel f Un aw), 
中 * i 
9 = 3 V,, dW,). 
(VL) w+ f ( 
RIGHE ein TUE EIER 
t 
= P f LU 
M edel + Í (s, aw, 0 <t <, 
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i 
N, = [efje +f (W,dW,,  Oxtzi, 


得 
(MUP NYT) = > MPH NV qM, + L MIN) 1gN, 
1 /1 - . 
+ xls i 1) MPU NP UM), 
1 MEME 
tap INIT CM, NI 
1 /1 1/p Arl/g" 一 2 
* x _ 1]; PN: [N], 
E 
: t 
M = f |U,|? ds, iv. = f |V;I*ds, 
° 0 
i 
[M, N]: = af (U,, V,)ds, 
o 
故 


EMP NET] E EMI? N1/*] 
_ i 1 1/p—2 A rl/q*—2 f 1 1 
= 32h asa wan 
2a 
pr" 
HIT a? = (p- 1)/(q - 1) = (p — De — 1), H (V, V? < (UP|VP, 上 
式 右 边 花 括 弧 内 甘于 M.N 的 二 次 三 项 式 非 负 ， 故 


EMI PNI T] < E(Mj/? Ns ], (27.25) 
XB Wi = aW, + V1 aW, ik 
EJMI? NIT ] = Elp(WI)Y (Wi)] 


- f f (az + V 1 — ayjp(eyyldz)yldy). 
Ri J Ri 





MiNi (Un W) + 去 人 - zx) a]. 


(27.26) 
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但 

ERP NET] = ollella- (27.27) 
E a= e™, q(t) = a 7(p- 1) -1— e*(p—-1) - 1 URRE q, E, 
较 (27.25), (27.26) É (27.27), BI 


f VETE Nde) < Veliliellco- (27.28) 


对 具有 正 下 界 的 py 成立 ， 通 过 极限 过 程 可 知 (27.28) 式 对 一 切 非 
负 的 v. 仍 成 立 . 一 般 场 合 的 讨论 只 须 考 虑 其 绝对 值 尔 数 ， 并 注 
X Tele) < Thee), 仍 有 (27.28) 式 ， 这 就 表明 (27.24) RI. I 

由 上 述 起 压缩 性 可 得 到 两 个 有 用 的 推论 ， 

推论 1 对 一 切 p € (1,oo), Wiener 混沌 分 解 中 的 每 个 子 空间 
G,, 也 是 L" 的 周子 空间 ， 在 其 中 一 切 LP 范 数 均 等 价 . 

证 E pol MfffEtO, dq-—e6U(p—1)1. 对 任意 
a € A,jo| =n, 由 习题 5.2 可 知 Tiha = e "ha, 再 由 定理 27.8 得 


halls > Thalle  e7" lhala 


即 
Ilalla < e"! [A |]. 


因而 (^s, lo] = n) 在 一 切 Lip > 1) 中 的 线性 闭 包 均 为 Gnu E 

推论 2 对 一 切 pe (0%%) Ë n € No. J,: LP —n Ga 为 有 界 
线性 算 子 . 

证 1° p=2 时 显然 成 立 . 

2? p>2B, J, fE L” 的 限制 为 连续 ， 实 际 上 只 要 取 t>0 
使 p = e(2 一 1) 十 1, W3 o c LP 58 


le" Jelo = Trel < lale 
< llel < lells, 


即 
l| Jill p < e" ||ell,. 
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3* I«p«28Hj, Jn 存在 到 IL? 的 连续 开拓 ， 实际 上 只 要 考 
RB p BJ ES TB SK a > 2, 则 对 o, € L2 有 


HE [vJsv]| = Elet] < helal atla 
€ [lelle - ella. 


即 
nell < ellil- r 


£28. Wiener i$ M ËJ Sobolev 空间 


为 了 将 算 子 A,ó 及 C 的 定义 域 从 包 项 式 泛 芒 推广 到 更 一 般 的 
Wiener Z pj EH BI Y. Wiener Z AELE, 先 引 入 一 族 Sobolev 范 数 . 

给 定 一 个 实数 序列 p = (rs), 在 PE) 上 可 定义 一 个 线性 算 
T 

Tz X ra Jn, € IP(E). (28.1) 

pin, xf £20, ra — e-"*, 则 得 到 Ornstein-Uhlenbeck 半 群 算 子 
Tí 当 n = —n BJ, T, 就 是 Ornstein-Uhlenbeck 算 子 £. 现 对 任意 
实数 s. 取 ra = (1+ n2, 对 应 的 算 子 T. 记 为 (I — £y: 


(一 站 op 三》 (1+tn hyp, ye P(E). (28.2) 


TL 


显然 此 算 子 具有 对 称 性 质 (因而 可 闭 ): 


EIU — £y" o, te] =El(y, (I — £)”20) z], 
e, v € P(E). (28.3) 


x se R E pc(1oo), 在 IPLE) EE X 38 


lel, = IK — E" ellere, (28.4) 
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x E — R hf, f ||, 这 一 族 范 数 具有 以 下 性 质 ， 

$E 281 doen € P(E); ss € R; pgp € 
(1,00), WA 

je 单调 性 p < p.s < s' == llel|Ë, lel. 

2° HAE limao lpn lps = 0, limp, noc won 一 £nlE. a = 
0 = limn lell s = 0; 

3° 对偶 性 ， p'tg!—i— 


sup E (o )z] = hell. 
EPELARRE- WWE lel, < 1 的 一 切 w € P(E) 而 选取 的 ， 


证 1° "4 s= s 时 单调 性 显然 成 立 , KH Si p = psss 
的 情形 、 为 此 ， 又 只 须 证 明 , 对 Va > 0 有 


IE- £) “elə < lell- (28.5) 


但 由 恒等式 


(U+ 一 ris) Ñ e t? He "dt 


及 (28.2) 和 (27.19) 式 可 知 


-£)y?e- rs Í e*t? 1 (Tup)dt, 


pam T, 的 压缩 性 质 有 
a 1 9? ta- 
ia - 2) ^el» S zc f ett |Typlipdt 


< S Í etc-illplladt = hella: 


29 Wis m U Opn M 


' : E 
Am | loa 一 Pali = Qm. lea 一 ?n|lg s = D, 
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H Lr (E) 的 完备 性 ， 3p e L” (E) 使 


S Him, lids ~ vill = 0, 


Jim E- Le palp = lim | — £ enllo 
= lim |lpallps = 9, 
故 对 Ve e P(E) 有 


El, yje] = lim Ele. Ynje] 


no 


= lim F(U- £), (I — LA) 2g)] = 0, 


由 于 (E) 在 一 切 L*(E)(1 < q < co) FAR, wyso. 
3° [jo y E P(E) 有 


Eke, 9)g] = ELO ~ £C), (I — £) 7?) v)g], 


由 (E) 和 L'(E) BMJxrRtt & P(E) 在 L'(E) 中 的 稠密 性 即 
得 . 是 

3E X. 28.2 对 pe (1,00),5 € IR, 定义 JD?(E) 为 P(E) 关于 范 
HS, 完备 化 而 得 的 Banach 空间 . 


A 
m*(Es[)|f) p. (28.6) 

a> liepos 
p-*Ejs|]) U D,E). (28.7) 

s>0 iepa 


( 当 五 三 瑞 时 ， 上 述 空间 记号 中 均 略 去 E) 
由 命题 28.1 可 知 ， 当 p 拉 ps<sd 时 有 


D? (E) => DF(E). (28.8) 
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因为 IDPR(E) = L'(E), #4 LEY 和 LE) 视 为 同一 ， 则 当 p^! + 
q 1 = 1 HF 

JDE(E)' = D (E), (28.9) 
H# 1 <p < q < eo,0 < r < s < eo, N 


IDE) C DHE) C pU C DAE) c D GE) 
U u (28.10) 
DE) c DE) C LE) c D: (5) c p: ,CE) 


由 此 可 见 ， 当 8 > 0 FF, DIE) 中 的 元 素 均 为 博信 Wiener i£ P, 
但 当 s < 0 时， DZE) 中 的 元 素 未 必 都 是 ff Wiener izP8, HI 
此 很 自然 地 称 为 P^ X Wiener TE. 

显然 ， ID (E)JX—H[4) Fréchet 空间 ， 且 Ip ^7(E) 为 它 的 对 
BER. 

iE Wiener 泛 函 的 Sobolev 空间 有 许多 不 同 的 定义 , 例如 Malli- 
avin[6], Shigekawa[1] 和 Kusuoka-Stroock[1]， 我 们 这 里 采用 的 是 
Watanabe[1] 的 定义 .然而 Sugita[2] 证 明了 这 些 定义 都 是 等 价 的 ， 

为 了 将 算 子 的 定义 域 从 P(E) 开拓 到 LP(E) (1 < p < co), 
Meyer[6] 证 明了 以 下 的 LRF E 

定理 28.3 W p = {ra} 为 一 实数 序列 ， 


T= rah: P — P. (28.11) 
T 


X 3no € IN E. 8-048 


rn = Y an P, n > nə, (28.12) 
k=0 
其 中 实数 序列 {a} 满足 
Y lasI(n5^)* < oo, (28.13) 
k—D 


:273- 


则 对 一 切 p € (1,90), T, RTRE— JT R28 L7? 上 的 有 界线 性 算 子 ， 
注 此 条 件 等 价 于 : 存在 一 个 于 0 点 某 邻 域 解析 的 函数 及 


8 > 0, 使 
rn = hin”). (28.14) 


我 们 采用 Shigekawa[2] 的 简化 证 明 . 为 此 ， 先 证 明 一 个 引 悍 . 
引 理 28.4 若 了 为 恒 等 算 子 ，n EJN. 令 


o 
L= I- Ja: = Jaqi = 5 Ja 


k-n 


oo oo 1 
Ra =f TI dt = 5 nm 
0 k-n 


Ji Vp e(1,00) Ene IN, de= e(p,n) > 0, E Vo e LP. kc IN 有 
1* [el < ce "el, t> O; (28.15) 


2° ||REell, < en^* llellp. (28.16) 


证 1° pp=2 时 显然 成 立 . E p2,B to > 0 (i p— e 4 1, 
Wj vt > 0 H OU 半 群 超 压 缩 性 有 


| 了 ae = |Z BInpllp S [Tel ell 


= (tease) ^ 


kan 


eo 1/2 
«e (3 Meli) 
k=n 
< e™ liel < e7"[hellp, 
即 对 t+ to 证 明了 (28.15) 式 ， 当 t+< ta Ej, HERNE 


IT: £5.ells = life» < l£aliielip 
< el le "^ kelp, 
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于 是 (28.15) 式 仍 成 立 . 

# p < 2, 考虑 其 共 辆 指数 ， 类 似 于 定理 27.8 推论 2 之 证 明 可 
, 得 (28.15) 式 . 
2° 由 (28.15) ATA Enel € en"! lel. 


|| R2] =| f m T, Todd | 
np o ñ tinisinp p 


=|| f B f B Tes sInpdtds|| 
«f. | maaolatds 
6 o 


oo aoo 
< lele f Í eras 


= en "|lells. 


依 此 类 推 ， 可 证 (28.16) $. 1 
定理 28.3 的 证 明 RME 8 < 1 的 情形 ， 先 设 上 2 = 1 记 
T, — Ty + T3, 其 中 


99-1 co 


T = >` Ta dA, T, = > radn. 


n=0 Tino 


由 于 JJ LP 上 有 界线 性 算 子 (定理 27.8 推论 9), Wk T, ER. R 
n > no, Qa € Gn- 因 Rno pn = n Pn, 故 


X ay R5 pn = Y opn "pn = Tata: 
kzü k=0 
从 而 
Ta = DD are. 
k-ü 
但 由 合计 式 (28.16) 及 条 件 (28.13), 此 算 子 级 数 依 .Z2 aic, JA 
WW LP PARAT. 


- 275. 


XB «1, VE XM (de) X BUR.) 上 的 概率 测度 ， 满 足 


mx 
f e M (ds) = exp{-u"t}, uz 0, (28.17) 
0 


B) 8 阶 单 边 稳定 分 布 ， 再 令 
Te 三 f 75a. t> 0. (28.18) 
Ü 


因为 AP aA = AP, 可 以 证 明 (TP,t > 0) 为 L" rh ë k F E 38 >É 
群 ， 且 对 e, € G, 有 


mo 
Te = Í Tee) 
Q 


= f e" quM (ds) 


0 
= exp( -n t}pn. (28.19) 


p TÉ 4& T,, 类似 地 可 以 证 明定 理 结论 ， s 

作为 I? 乘 子 定理 的 推论 ， 我 们 有 

推论 当 s<0 时 ， 代 -加 22 可 延 拓 为 LP?(l1 < p < oo) ER 
有 界线 性 算 子 . 

证 B kaa (1/0 +a) 222 在 =0 附 近 解 析 ， 此 时 rn = 
(1 + n)/? = h(n), 由 定理 28.3 立即 得 证 . 8 


$29. Meyer 不 等 式 及 其 推论 


我 们 知道 , 24 p € P(E) PF, Ve c€ P(H @ E). KHU ke N 
有 Ve e P(HFŠ @ E). 为 使 记号 简化 ， 在 不 引起 混淆 的 情形 下 ， 
LP(E) 中 的 范 数 一 律 记 为 |- lo 而 不 论 E 是 哪 一 个 Hilbert 空间 
{ 例 如 LP(H*9) 中 的 范 数 仍 记 为 ‖ -||p)， 某 线性 空间 中 两 范 数 || | 
和 i - M, 著 存在 常数 o MR e < e ^ Ries Dd S T ds 
jJ: <l: EM L 则 称 此 二 范 数 等 价 ， 并 记 为 上 由 ~ d" 
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1 8 IR Sobolev 空间 理论 ， 我 们 引进 如 下 范 数 ; 
EN 291 H keN,1<p<w, ce IP(E), 9 


l/p 


jel = (lel + Y^ IVi) (29.1) 
j=1 


Meyer[6] 证 明了 这 一 族 范 数 和 定义 28.2 所 引进 的 范 数 族 是 等 
i. 这 一 结果 是 无 穷 维 Sobolev 空间 理论 的 基础 . 我 们 这 里 采用 
Pisier[1] 的 简化 证 明 ， 证明 中 要 利用 如 下 的 Hilbert 变换 

D 1 f(z — t) 
?Lf(x) = EJ T Í... — 8 (29.2) 
KHER., PB: Æ% HEU LR < p < oo) 中 为 有 界线 性 算 子 
{ 便 如 参看 Stein[1] 或 Bass[1]). 
我 们 先 给 出 两 个 简单 的 引 理 ; 
引 理 29.2 Æ P(E) LE 


V Jg = 0, VJ. = n-i Y, n zl. (29.3) 
对 p = Tra}, A p* = (rz), m 
VT, = T. V, (29.4) 


其 中 T, 由 (28.11) EX. 
证 注意 Hermite 多 项 式 (A. (x)) 满足 halo) = nh, -i (z), 即 可 


验证 上 述 等 式 .， 旧 
引 理 29.3 j 
Q=(I— 0) 12 = (1 十 站 727， (29.5) 
天 二 
则 
Q-—a U? f tl/2e tT,dt. (29.6) 
0 
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证 投影 到 每 个 子 空间 Ga, 此 式 归 结 为 以 下 的 恒等式 ， 
(n 4- 1) 12 — 4172 "n tci | 
ü 


在 以 下 证 明 中 ，c, 和 ç, ERRAT p 的 常数 ， 但 在 不 同 场合 可 
能 不 相等 . 
命题 29.4 Vp c (1,co), Ie > 0 tE Vp c PA 


lella S epliele- (29.7) 


WE X 0 € [0,7/2) (EAE d& t = |logcos8| = —logcos6, et = 
cos. PL N 表示 计数 算 子 ， 则 


T, = e tN = (cos 0)", 


x/2 
Q = 4-2 f | log cos 0|-1/2(cos 0)" sin 6d6. (29.8) 
0 
对 w,ucWw, 
Hew(w,u) = w(wcos + u sin 0). 
则 由 (27.18) 可 知 
(Teo)(w) = IE" [RevoQw, u)], (29.9) 
其 中 E" 表示 对 u 关于 测度 p 的 积分 ， 由 Gauss 测度 旋转 不 变性 
E"E"[Ree(w,u)l] = IE" E” [Rol] = lel; < oo 


为 不 依赖 于 的 常数 ， 从 而 


7/2 
f I Haw, u)|?d8 < co, a.e.(u x n) 
—m/2 
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即 对 u—ae. w É wHspg(w,u) € L"(—r/2,7/2). 对 he H, El 
Vae = (Ve, h) 表示 o Wh FEBE, M 
ViReplw, u) = sinéRe V rpl u), 
其 中 VE 表示 关于 变量 4 的 方向 导数 ， 由 (29.9) 式 
EE*[vViRoy) = sin E" [Ro Vno] 


= sin 0(cos g)N Viv 
= sin 0 cos" Oh, Vg. (29.10) 
* 
1 - 
f(e)a š |= log cos6| 1? cos 6sgné. (29.11) 


因 了 在 0 点 附近 的 阶 为 9 1 , Su ERG 
fe- (I WE + r(6))sgne, 
其 中 r0) AEREA m 


piw, u) = lim fF (0) Rag(w, u)d0. (29.12) 


2-0 r>|8|>= 


我 们 要 证 明 此 极限 在 L(a x u) 中 存在 . 由 Hilbert 变换 (29.2) 在 
L*(—2/2,/2) 中 的 有 界 性 ， 3e, > 0 使 


m/2 
/ 


-/2 
<o f Peta, aetu x n) 





lim f f (8) Ro,oe(w, ujde’ do 
£20 J = ge 


再 由 Gauss 测度 jy 的 旋转 不 变性 


E" E" | J, on. f(0)Ree(a6, u)d0| | 





= Ev" F(0) Rexorg(w, uae, 








2l [s 
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2j e LO BT (29.12) 中 的 极限 在 LP(p x u) 中 存在 ， 且 


E" E" [|o (a, u)"] 
< cp E” E" [Rows u)l”] 
= eyl'eli (29.13) 


以 Ju 站 示 对 变量 4 而 言 到 Wiener 混沌 分 解 的 子 空间 G 的 投影 ， 
则 对 ^ € H, 由 (27.8),(29.10),(29.11) 及 (29.3) 式 可 得 


Ev[< hu > Ji bw, u)] 
= "|< hu > v(w,u) 
= E" [Vile v) 


xj2 
=f ,, OE" INE Root, ld 


-/2 
- > ( f " f(8) sin 8 cos" gdgj Ja Ve (w) 
= Y (n 2) ^J, V p(w) 


= Vs 3 "(n 1) 17 J,g(w) 
- ViQe(u), a.e.(u). 
BlV4Qe = (VQo,h)z B G, 与 互 等 距 同 构 ， 故 
lIVQ«(w)lz, = EJ p(w a), se- 


注意 到 Ju 在 LP 中 有 界 性 以 及 在 G1 中 一 切 LP 范 数 等 价 性 (定理 
27.8 之 推论 ), 可 知 3e, > 0 使 得 


IV QuvGo)llz, < pE“ [pw wu)|], a.e.(u). 
xa XT n 3982)3f dH (29.13) 式 可 得 
JV Qell, € eslivlls. (29.14) 
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由 定理 283 2 ffi, Q = (1 — 0) ? 可 延 拓 为 L? 上 有 界线 性 算 
子 ， 故 3c, >0 使 
lelle S c»lkello; 
结合 (29.14) 式 即 得 (20.7) A. a 
利用 对 偶 性 ， 容 易 得 到 相反 的 不 等 式 ， 
命题 29.5 Vpc(1,o0), IG > 0 di Vp e IP A 


lel < Z; Quellen. (29.15) 
证 AA Q? LI ti, A p, c€ P # 


(e,v) = (Q"Qo.Q ' Qv) = (QQ, QU) 
= (Qu, Qu) + (6VQuv, QW) 
= (Qe, QY) + (VQe, YQ. 


ATR pq 1—1, 3e,» 0 ff 


Go, 0) € Iela + lI Qulleli V Ql 
S Cpa llel zi ll Ql: 


但 由 (29.7) 式 


kella = supt](s. v) lll, < 1) 
< sup(l(o, v); Quz € ea) 
< cpeco lell 


由 此 即 得 (20.15) R. a 

由 定义 (28.4) 式 ， |lell, 三 上 lell,. 以 上 两 个 命题 表明 范 数 
MAg 和 省: Fh. 下 面 将 此 结果 推广 到 高 阶 和 导数 ， 这 就 是 重要 
的 Meyer THA. 

定理 29.6 (Meyer PEA) S pe (1,00) É k € IN, dex, > Ü 
KE Gk > 0, E Vo € PP A 


&llells € IQ*ellzi € explo (29.16) 
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亦 即 范 数 [I [cg 和 il [ous 等 价 . 
证 用 归纳 法 ， 对 任意 Hilbert 空间 E E CE 


T: P(E) — PREFERE) 


re = (+). 


M| vk 13 VI*-r*v, Hm (29.7) 及 (29.15) 式 可 知 ， TQ: 
L*«(E) — L'(E)QQLP(H Q E) 为 有 界 算 子 且 上 其 有 有 界 逆 由 定义 


Iele ~ Vell: 
xÍ HAHHAA n] uEBH 


[IA ello el + IVl- 
~ pela: (29.17) 





nye, 


由 于 h(z) = (s) ^ 及 h l(z) 均 在 零点 附近 解析 ， 令 r, = 
(e) = h(n-!). 由 定理 28.3 可 知 M 及 以 -1! 均 可 延 拓 为 LP (E) 


ME=(-C20-O-=S、 (= 


n+l 


中 的 有 界 算 子 ， 对 天 宇 工 令 


A, = (o M) , 
Wl A, RAD 在 LP(E) @LP(H @ E) 中 有 界 ， 且 由 引 理 29.2 可 知 


rQ* = QF AT. 
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€ 4 B,zr*Q* 则 B, -TQ A, H 


B, = I*-!rQ*-39g 
=T Q> Ar 4B 
= Br-1Ak_1B1. 


对 大 用 归纳 法 可 证 明 B. 及 B l 均 有 界 ， 于 是 由 (29.17) 式 得 


IQ olga ~ II Q^ ell, 
= | Brwlly 
~ ell, 


此 即 Meyer 不 等 式 (29.16). [| 
由 Meyer 不 等 式 ， 我 们 有 以 下 推论 : 


命题 29.7 BEAT V 可 唯一 延 拓 为 IDOU(E) 到 


ID (H @ E) 中 的 线性 算 子 ， 使 wp e (1,00) Æ s € R, 


v : Ds 


s (E) — D (HQE) 


为 连续 ， 特 别 
Ç :ID*(E) — ID*(HGE) 


为 连续 ， 
证 H (29.7) 式 知 ， Yp € P(E) 


IIQVvlls S lels- 
从 而 


IIVell,., = 97 * Vell; = ie  QVell; 
S llo vlis = lle||s+1: 


于 是 V 存在 连续 延 枯 (29.18). ' 
H ó fl V RBE, 4 


(29.18) 
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命题 208 散 度 算 子 ó TE— ERA D U (H Q E) 到 
ID (E) 中 的 线性 算 子 ， 使 Vp E (1,co) 及 s € KR. 


ô: D? (HQE) — DHE) (29.19) 
为 连续 .特别 
8: ID^(HGyE) — ID*(£) 


为 连续 . 

六 为 OU RF C= —6V, 于 是 有 

命题 29.9 OU 算 子 £ 可 唯一 延 拓 为 D (E) 到 ID" (E) 中 
的 线性 算 子 ， 使 Vp € (1,oo) É sem, 


£ : ID? (E) — JDE(E) (29.20) 


为 连续 ， 特 别 
£: ID^(E) — ID"(E) 
为 连续 . 
命题 29.10 # E, E; 为 可 分 Hilbert 空间 ， p,qg ë (1,oo),k € 
Ww B ptg = ral < 1, M 3c = c(p,q,k) > 0, JU v € 
P(E), 9 € P(E) 有 


le € villes < ellelioalieilae. (29.21) 

AA mi se $F 
(p, 4) — e 9 v 
可 延 拓 为 DRE) DiE) — DIE @ Ez) 的 连续 双 线性 映射 . 
特别 ， € E = E, = R, p, € D”, 则 qb € D”, 从 而 Da” 为 一 
拓扑 代数 . 
证 容易 验证 : 
V( 9 y) = (Ve) 9 v + ç Vy. 


H—HB Ho k e N # 
k fh f 
V*(eeu)-2 V v ) (Vip) @ (VF iy). (29.22) 
j-0 


注意 lesvls ez, = lele lvl, 由 Meyer 不 等 式 及 Holder 不 等 
X 


lle @ vla S YP vl 
j-0 


k k 
S (Dlvighs) (3 1V) 
j=0 j=0 
S Mellel las 


(29.21) AHE. = 
复合 泛 函 微分 公式 ， 分 部 积分 公式 等 均 可 推广 到 相应 的 Sobo- 
lev 室 间 上 去 . 我 们 将 其 归纳 为 如 下 命 顾 ， 读 者 试 自 行 证 明之 ， 
命题 29.11 d f c CSUR heprea € D”, WJ o = 
Ap ,Pn) € D”, H 


Vo 一 3 机 Fe `. PR Pj (29.23) 


j=l 


£p = afles `" »92)£vj 
j=1 


+ M 8j8 f (1. Pn VP Vei) 
iki (29.24) 


着 @, 1,92 € D”, y € ID^(H), 则 


IE((Vo.v)n] = IE[oóv], (29.25) 
(pH) = voy — (Ve, OH, (29.26) 
dlp Vea) = -plp — (Voi, Vex)n, (29.27) 
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Leppa) = pilpa: + a£ + 2 (V oi, Ves) gr, 
(29.28) 


Elei£ei] = —E(Vei, Ve)u] = £(ez£vi]. 
(29.29) 


此 外 ， 分 部 积分 公式 (28.25) XE RI EGET A XE PR. 例如 ,对 
€1D7.,veID"(H)'8 


< Vp, ó p=< p, oy, (29.30) 


式 中 两 边 分 别 为 ID S (H)x D(H) 及 D” xD ERRUR 
性 型 ， 和 值得 注意 的 是 ， JD °° x DO ERRIREN <- > 可 
以 看 作 期 望 的 自然 推广 : Xp o 6 ID 7, JJ) < o,1 > JI AZAR 
广义 期 望 . 


$30. Wiener 泛 函 与 广义 函数 的 复合 ， 
分 布 密度 的 光滑 性 


WE y 是 一 个 IR” (8 Wiener iZ P$, WA, EBE R” 中 的 分 布 
RE popl, X] B € B(R”) 有 


nog (B) = E[1 s(e(w)). 


如 果 它 的 密度 ( 即 关 于 JR" rh Lebesgue 测度 的 Radon-Nikodym 导 
数 ) pi) FE, W 
piz) = El (e(w))], 

其 中 á, 39 Dirac 的 8 8838. TR, dlou) 不 是 通常 意义 下 的 
Wiener Z A. 为 了 使 它 具 有 意义 并 能 计算 它 的 期 望 信 , .我 们 首先 要 
研究 广义 函数 和 Wiener 泛 函 的 复合 . 

A $4 YR Schwartz 广义 函数 的 一 些 基本 概念 . 详细 氢 述 和 证 明 
可 参看 Gelfand-Silov[1]. 
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设 & = [ol，… , a) € INS H E EB B, 并 记 lel =a + 
O + Om a! = l Aml Xp z € IR", ii zr? = zY). mun, DS = 
i-lelget ... gam, 令 


S2S(I") z[f 8 C? UR"); 
sup jz" D f(z)| «co Va,8 € INT) 
TER™T 


(30.1) 
为 Rum Co^ 函数 空间 ,在 其 中 定义 一 族 半 范 数 ， 
NF lleg = sup Iz? D? F, a, B € INS, (30.2) 
CIUS 
则 它 是 一 个 Fréchet 空间 . 对 f € S, 定义 其 Fourier 变换 为 
fE) = f e f(zde,  £em", (30.3) 
Ee 


m f — f 2 € $l Pa VARENE. 在 积分 号 下 求 导 数 ， 并 利 
用 分 部 积分 公式 ， 


(DEFNE) = ee fO, (30.4) 
(FXE) = (D) fto). (30.5) 
从 (30.4) 及 (30.5) 看 出 
| Q + |z|2 — A) = (1 + |ë - AC. (30.6) 
如 果 定 义 
flle m HO +i — AY flne. keNo — (307) 


则 得 到 一 族 与 (30.2) 等 价 的 范 数 . 在 S 中 采取 这 族 范 数 的 好 处 是 : 
1* 它 使 得 5 在 Fourier 变换 之 下 对 称 ， 2 利用 L? 的 正 交 分 


287. 


解 (我 们 前 面 对 Wiener Z PA IE JE X FÉ SX 0), 便于 推广 到 k 为 负 整 
数 的 情形 . 

S 上 的 连续 线性 泛 函 称 为 缓 增 广 义 函 数 (tempered distribu- 
tions), 其 总 体 记 为 8*. 因为 DD — S, icti S*  D'(D* 为 广义 函数 
ZA, ELSE S17). XM k € Z, 以 Ta. 表示 S ETAR | os 的 
完备 化 而 得 到 的 Banach 空间 ， 则 有 以 下 关系 : 


SC... Ta To = C(R") — T.3. C S°, (30.8) 
S=[f])7,  S-lJ7T (30.9) 
k=l = 


其 中 CURT) 表示 R” 中 满足 lime f(z) = 0 的 连续 函数 所 构 
成 的 Banach 空间 (以 上 确 界 为 范 数 ). 

我 们 已 经 知道 ， 当 pe D S (IR), fPes(RT) 时 ， 其 复合 函数 
fop € D”. 车 将 e HE, WRA f fop H SR) — D” 
之 连续 线性 映 象 ， 现 在 我 们 要 将 其 开拓 为 SR”) — D 2 h 
f. 

定义 30.1 YE ID? (IR) EROS 光滑 的 m SÉ Wiener i£. 
Bl o = (9! 97), e^ € ID (k--1,--- m). 此 时 ， 令 


o (w) = (Ve (w) Vel(w))g j=l, m, (30.10) 


E(w) = (oĊ (w)hcijem RA v 的 Malliavin HHEH. X 
det Ew) > 0 a.e. [u] B 


[det E(w) e z^ = f) P, (30.11) 
l«p«oo 


则 称 e(GEABEE DÆ Malliavin 意义 下 非 退 化 . 
显然 , 着 pp € ID"(R"), WJ € e ID? ("^ 69 R7); AE E Mali- 
avin RX FEB Tt, MULE P RE EE 


T(w)-—[X(w) = (yu (u))ic; gs (30.12) 
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ae. [ul FE, HX Yi j=l, om, yy € D°. 

定理 30.2 (Watanabe) # e € ID^(H") HÆ Malliavin 意 
义 下 非 退 化 ， 则 对 Vp € (1,00) K k € INo, 3c = c(p, k) > 0, 使 对 于 
Vf c SR") 有 

lf ° ello. -2x < ell l-2x; (30.13) 

Bim BRE f — fou 可 崔 一 地 开拓 为 SURT) — ID 7? Z £& TERR 
$, HX} Yp € (1,00 Æ k € No, 限制 于 7.2, 时 ， 它 是 大 ok — 
D? 的 连续 线性 映 象 . 

证 Xf fe S(R"”), H (29.23) 有 


m 


V(fov) = 5 (8, f op) Ve 


š=1 


(V(f o 9), Vo) = Y (Gif eo Ve Vel) 
i1 
= Y `(8;f op)” (j—1--,m) 
i 二 
H E 非 退 化 ， 解 此 线性 方程 组 可 得 


Bop=》 wV oeh Vou (=l m) (3014) 


3=1 


RE, wF 6 e Di (1 < q < oo, k € No), H (29.25) 得 


EV(8;f o p) = 3 EVU ov) ouv Ve? ul 


j=1 
=Y E opiu] G= 1,--- m). 
j=1 
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Blw) = Y SQ Q)éQ0Vel(u) — Go Lom) 


= 
则 由 (29.26) 及 
Vy = -È quw Vo" (j=l m), 
{可 由 恒等式 yy = Ern Yao ys; 微分 而 得 ) 可 知 
$, (0) = - SUV», Vetja yv (Va, Ve!)n + yi Ce) 


j=1 


二 一 xi Y yuya (Vo b Vein 


ln-l 


+j (V, Vel)n + Yael) (i21, ,m). 


因为 
(Von, Vp) -(V(Vel, VP") Vp) 
—(V^gl Vo" @ Vel)nan 
Og", Vel e Vel)nen, 
所 以 
(To, Veg 


< (IV? zenlve"ln + V^" lares ll V la E Na, 
于 是 


IB) < È Mihal eonenl vo" 
+ vgn iron ve ia 
+ > loss l CIV I Ve la + ILE D 
m (i= 1, ,m). 
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BB. habilVelalv^vlmes. £v] € L9 jel, (Vele 
€ L9, 因而 Yes > 0,3r > q-e, 使 | 本 (人 | € L^, EDE—9] f € C; UR") 
有 


Elpa o ph = EK o pti : i-1- m, (30.15) 


ity 
sup(llbi(v)lo-; 9 € IDE, llla < 1) < oo, (30.16) 


再 以 AS 4& S, A Bily) fŠ v, fxilt3E RE. 可 在 (30.15) 及 (30.16) 中 
将 i 代 之 以 任何 多 重 指标 a = (at ,amjflal = k). 特别 , 设 9> 1 
WE q! + p^? = 1, WD ke IN y € ID$,39 09 (y) e LA di 

IEW + Jel? — Af o e] = E[(f o 9)8 9 (5j (30.17) 
Xj— H] f € CZ^(R") 成 立 ， 且 

e = sup{ |Een € DE lélas < 1} <  — (30.18) 
于 是 


ER ° pll = META + le? — AY" dx? — )7*f o el 
= EKA + |=]? — A) F f opa] 
< lla + |z — A)7* fle jE Qi) gs 
= lLF I 2 9 lle, 


由 于 D2,)* = ID?” 4, 故 由 (30.18) 得 
lf ° vlls,-2& < ell fll 2s; 


定理 得 证 ， 13 

定义 30.8 j&T £ Ss'(I")vciD"(R") 且 在 Malliavin E X. 
下 非 退 化 ， 则 由 定理 30.2 所 确定 前 了 op c ID 7? KA Schwartz J^ 
A Pd $k TRU Wiener iZPÉ o 的 复合 . w TERR p: W — R” 
于 的 拉 回 (pullback). 
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下 面 利 用 定理 30.2 来 研究 Wiener Z BR pd X T R™ 中 
Lebesgue 测度 的 绝对 连续 性 以 及 其 密度 的 光滑 性 质 ， 

容易 由 Fourier 分 析 证 明 ， *y € IR", W Dirac ó H% ó, € 
SR"), 且 有 以 下 结果 : 

引 理 30.4 j y € R”, > m/2, W à, € To, HER: 
R” 5 y dy € Tar 为 连续 ， 对 Vn € N, WẸ: R” 5 u — 
óy € T-2& 24 78 2n 次 连续 可 微 . 

应 用 定理 302 及 上 述 引 理 ， 可 得 如 下 重要 结论 ， 

定理 30.5  i& v c DOUR”) BE Malliavin 意义 下 非 退 化 ， 
V € I (I), MUSE 8 gti. 


f(z) =< dele), v > (30.19) 


JG PHA n] BG 7, y ÆR” BHO: noo l XT Lebesgue W 
EAEE, HRS Co 分 布 密度 ， 
Pels) =< óx(w), 1>, (30.20) 

RB...» rn D OC xD” LARZAN. 

to dd Elley] =< iip) 功 >, 它 是 期 望 算 子 的 推广 特 
91, pelz) = FE|ó,(2)] 就 是 o 的 分 布 密度 . 

证 ”由 定理 30.2 及 引 理 30.4, d$ k > m/2, WH Yne N K 
p € (1,00), RÆ IR" 5 > — dalp) € Dapon X 2n 次 连续 可 微 . 
Sci 49.-p!-1, W f(z) 2« & (p). v >€ CUR”), 
En SERES, B feCoUR"). TE», v-1€1D7,x — Hl 
g € S(RT) 有 


[retos = f gla) 5.61 > de 
Rm Rm™ 


= (f g(z)és(o)de, D =<gog,1 > 
R™ 
= Eig ° e], 
因而 p (z) 为 o 之 分 布 密度 ， 且 p, € C°>° (Rr). ' 
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关于 有 限 次 连续 可 微 性 质 的 定理 ， 可 参看 Ikeda-Watanabe[2], 
SHEET: 
定理 30.6 idnciNo k > m/2, o € D*(R") HME: 


[det £(w)]! € L, — po > 4(k +n), (30.21) 
则 对 Vp € (1, po/A(k + n)), y e R" 8 
5, (o) € D? gps 


His 
R” > y — ye) € DP, y, 


为 2n 次 连续 可 微 ， 对 ve e ID, Vu Otra + p t = 1), 实 值 函数 
Fu) =< dyle) y >€ C?^ (Imm). (30.22) 
特别 ，w 具有 C” 分 布 密度 ， 


Poly) =< ó, (s), 1 >= |ó, (e). 


$31. Hörmander 定理 的 概率 方法 证 明 


Wiener 泛 函 的 最 重要 的 例子 是 伊藤 随机 微分 方程 的 解 ， 考虑 
方程 | 


dX, = b(X))dto(X;):dw(t), | t€ IR,, (31.1) 
Xp 一 部 所 Rn”, 


R” — RQR 为 C RAR- Ha SE r PL. HANURA 
JR, ULTPFRYRTEME —SORSE X — X (zt, w) H 

1* XP Vz eR”, X(z,, 0) 为 扩散 过 程 ; 

2° 对 a.acw[g], X(.. w) 关于 (m, 0) 连续 ; 


: 293. 


3° Xjaaw[u,Vt € IR,, X(,t,w) 为 IR" — R” E C 微分 
[E] RE; 
4° 对 vr € R” vt € R,,1Xkzm,X*(z,t,.) € Lv. 
R” fË Wiener IZ 8j X(z,t,:) 在 IR^ 中 的 分 布 , 即 扩散 过 程式 
的 转移 概率 : 
P(t,z,)-—pgoX(z,t,-) !. (31.2) 
3$ v € CUR"), M 


uplt, z) = Je|e(X (z, i 加 (31.3) 


为 以 下 Cauchy 问题 ， 


dutt, x) = Lu(t, x), t> 0,z € R”, 
{ u(0,2) = pz) (31-4) 
的 解 ， 其 中 
L-z Y (584 Y (à. (31.5) 
üj-1 i=1 
为 扩散 过 程 X HERST, ER a(z) = e(r)o(z)". 
由 定理 30.5 可 知 ， 若 能 证 明 对 Vz c R”, t € R. 有 
1° X(z,t,.) € ID'^ (UR) (31.6) 
pi 
2° [det E(z, 4, )] * € L7, (31.7) 
其 中 


X(z,t, w) = ((V X: (z, t, w), V X? (z, t, w))shzüzm (31.8) 
为 X 的 Malliavin 协 方差 矩阵 ， 则 转移 概率 (31.2) 存在 Co^ 密度 ; 
p(t.z,y) = E(X (x,t) (31.9) 


亦 即 热 方程 Bu = Lu 的 基本 解 ， 
由 偏 微分 方程 理论 可 知 ， 当 乞 阵 a(z) -AEE HAE: 
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(Ho) : Iy > 0 $Ë a() > yi 
时 ,此 结果 是 成 立 的 ，1967 f£, Hórmander[1] 得 到 了 关于 亚 椭 网 (hy- 
poelliptic) T ff] —-4-4H 28 88 DE] 7E 4r RIE 这 就 是 著名 的 Hórmander 
EH, 为 了 叙述 这 个 定理 ， 需 要 先 将 算 子 (31.5) 写成 向 量 场 形 式 . 
为 了 记号 简化 起 见 ， 以 后 我 们 采用 Einstein 约定 ， 当 一 个 指标 重复 
出 现在 上 标 及 下 标 中 时 ， 均 意味 着 对 此 指标 求 和 . 令 


Ar() 0 (k=1,2,.… d), (31.10) 
d 
AD0s[fFo-ixeoseols eun 
k-1 


则 Ao A1,… ,As 均 为 至” 上 上 的 Cs 向 量 场 ， 注 意 


A? = AA, = [ci] 
= osk018;9; + oi|0;0;]B; (k=1,2,... ,dy, 


故 
d d . 
Y Ak = a58,8; + Š ` oe1[8;ok]8;, 
k=1 k=1 
算 子 (31.5) 可 写成 如 下 形式 : 


d 
1 z 
L= ; 2 A + Ao. (31.12) 


再 注意 方程 (31.3) 等 价 于 Fisk-Stratonovich 方程 : 
dX, = b(X,)dt + o (X) o dw(t), (31.13) 
其 中 b(z) = (P (7) sir, 
d 
(z) = b'(a) 一 7 》 riesen) (i—1,-,m) (3114) 
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(参看 (25.37), 于 是 
Aol) = P (8., 


方程 (31.13) 可 写成 如 下 形式 (参看 (25.38) 式 ): 
dX, = Ao( Xi)dt + Akl Xt) o dwt (t). (31.15) 
此 式 应 当 理 解 为 ， 对 Yf c CPURT)8 
df (X) = (Aof)(X9dt + (Ax fY(X,) o dw*(t). (31.16) 


EX 31.1 设 工 为 有 具有 (3142) 形式 的 二 阶 微分 算 子 ， 若 对 
R” 中 一 切 开 集 V 及 广义 函数 we€E D'Um") 有 


Luju € C*(U) = uly € C*(U), (31.17) 


则 称 工 为 亚 椭圆 算 子 . 

由 经 上 典 的 偏 微 分 方程 理论 可 知 ， 当 上 为 椭圆 算 子 (GU a(z) E 
定 ) 时 ， 必 为 亚 精 六 算 子 ， 

定理 31.2 (Hórmander) Ep BEA 40,41,:… Aa 产生 的 Lie 
代数 Lie (A,(z),0 x k x d) 在 每 点 x e IR" RAEN mit, IL 
^j HF 88 BITE. 

A T BLU ESL TET K b EB, AEAT 

例 5.1 (Kolmogorov 1934) É m = 2,d = l,Ae(x) = z1, 
A(z) = 0i, Wil 

18 à 

= 2022 TUE 


a) - (à SE (e) (2). 
因而 LCRGDBBACT. 4B 


[41, Ao] = A,rAo— AoA, = (zd) 一 2310504 
= rl T à — 210504 = Da, 


L (31.18) 


此 时 
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因为 (d) 为 R° EDZE, A Vz c BR2, Lie (Ao(x), 
Ai(z)] 具有 维 数 2, 由 Hórmander 定理 ， 工 是 亚 椭 圆 算 子 . 
* L 扩散 过 程 X = (Xi, XF) E Ri FEEDER: 


Xi =Z: + wí(t), 
{ T? = mo + IN Xlds = z3 + zıt + h wv(a)ds. (31.19) 


显然 X 是 Gaus 过 程 ， 且 


mu = EIX: = ( M ) 


r2 + ami 


v = ow = ( t 5/4). 


B B (31.20) 
y'= 3 (55 3) ， det V, —1*/12. 
其 转移 概率 密度 为 
Dlt, T, y) 
= Qr) de V.) 1⁄2 exp Í — 2 (y — me, Vly — m))] 
V3 


zi—1⁄)2 B| — x2 — (zi + 1 t/2]? 
_ Vo exp{ — 1 -u _ 6[ly2 ~ 22 e y1)t/2] " 
显然 它 是 关于 yy 的 C” 函数 ， 此 即 方程 Ə,u — Lu 的 基本 解 . 

为 了 证 明 Hórmander 定理 ， 先 比较 以 下 一 系列 的 假设 ， 

(Hi: Lie {4kfz)， 1 < k < d) # Vz 8 IR" EL HEB m; 

(Ha) Lie (Ak(z), [Ao(r), A&(z)], 1 < k < d] YE Vz e R^ R 
有 维 数 m; 

(Hg) Lie (Ayx(z),0 < k < d) # vr c R” RA EE m. 

注意 在 假设 (HI 中 ， 向 量 场 Ao 只 在 Lie 括 导 中 出 现 ， 显 然 
RTA: (Ho) 一 (Hi) = (H2) = (Hs). 而 Hórmander jE 


= 


言 : (Ha) = LONGEBRERECT. 我 们 采取 的 证 明 途 径 是 ， 先 证 明 
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在 (H3) BEF, (31.6) 及 (31.7) 成 立 ， 因 而 转移 概率 (31.2) 有 C 
FEH LAERA: 然后 证 明 在 (Hs) BEF L 为 亚 椭圆 算 子 - 
B, WHR X 的 Malliavin HEER. 
定理 31.3 设 方程 (31.1) BO RC b É o 为 C™ 函数 , 且 一 切 偏 
FRAR, MH ak — 3 X = X (x,t, ) € ID? (RV )(Vz € IR", Vt > 0), 
其 Malliavin 协 方差 矩阵 为 


X, = X(z,t,w) = A[f Ji la(X.)(g;1)"as]J7, (31.22) 
0 . 


其 中 alz) = e(z)ge(z),J, = J(z, tw) = (0; X'(z,t, w)uzüzm 为 
XCXK- THÉ z 微分) 的 Jacobi BER. 
WE 在 定理 32.11 HORE, n 满 足以 下 随机 微分 方程 


{ dJ, = Af (CX Tradt + APK) Ji o dw (1), (31.23) 
D 一 I, | 


其 中 AL) = (8;obD)icissm(k = 1, d) AP = (jb iege 而 J, 
之 道 矩 阵 满 足 另 一 随机 微分 方程 : 


{ dJ? = -JP AQQOG)dt — JP APX) o dwtle), — (31.24) 
Jj = 1, | 


因而 作为 RQR [E Wiener IZ ñ, ,J € L7. 
= (hl, ,h?) € H, i= 1,2,- ;7H, EXS 


(V X'(z, tw), h)a = iG. t, w+ Eh)l =o, 

而 X (z, w) 三 天 (的 to 十 ER) 满足 方程 : 
dX; 
s 


Ao( X? )dt AL (X7) o d(w* (t) + eh* (t)) 
b(Xt)dt + a(XF) o dw(t) -ee(Xz)h(t)dt, — (31.28) 
T 


T FH fi ^ P] RETE RR. EIE SR, MEER (参看 习题 4.8) 


X*(z,t,w) = X(Y*(z, t, w), t, w), (31.26) 
其 中 Y 为 以 下 微分 方程 的 解 : 
{ rr c TEDX YE DAOA, (31.27) 
Yr = x. 7 


于 是 
a : . 
Schere = Í 7 o (X hM, 
8 t ， 
元 CE]e-。 一 xc/ J^l(z,s)e (X ,)h(s)ds, (31.28) 
AmI i=l, m 有 
n t -o£f = 
(V X:(z, t, w), h)g = / [Jr e (X. lE (s)de, (31.29) 
Ü 
EP [° 828 E5EEE3E í 4558 ; 列 元 素 . 类 伏地 , 对 hi hos ,hk € 
H, 可 以 计算 : 
(V* X(z,t,w), hi 8 ha B.D hy)go 位 一 于， ,m), 


并 容易 看 出 IV" Xilans, € Eee (vk € IN), 因此 有 Xi e D^?(i— 
Lm) 令 


K = Š udu, 
e) = f Kalu) 
并 记 此 m x d EFS i TA Ki(s). 显然 Ki(s) e H, H (31.29) 可 
写成 
(VXi, hja = (Ki, h)a, vh c H, 
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因而 Malliavin B7; 25 2 
E?) = (VA, VXi)h = (Ki, Ki)y 
- / (Ki(s), Ki(s)ds 
d t . . 
SY f maneas te (calis 
k=1 "70 


- Í TRIP OXAK I; Y Jr]jds 
0 


(5, = l, , m), 


it 
>, =a) f JDaQu)U. de] a 
现在 可 以 计算 例 5.1 中 的 Malliavin 协 方差 矩阵 . 由 (31.19) 可 
知 


i 0 _1 1 à 
a-(i i) J, -(1 SE 
H (31.22) 式 计算 得 
1 0 "f l Ofi 0V/f1 =s 1 t 
X, = (i 1) {/ (2, 1) (o 0) (s a.) (o i) 
[3 Pjf2 
T (2/2 D/3J" 
恰好 是 X 809 7 3838 PE {参看 (31.20) zŠ), 
现在 关键 的 一 步 是 要 证 明 在 (H2) 假定 下 此 Malliavin By J 35 58 
阵 非 退化 . 
记 $, = fJ; la(X,)(J; !)*ds. 于 是 X, = J,24J7, 而 det 5, 
= (det J) (det 号 ,)， 但 我 们 已 知 (detJ,) E L, 所 以 ， 为 证 
(det £4)! e Leo, R di UE HH 
-1-1 
[ dec,| € L*-. 
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在 以 下 讨论 中 , €V € CR — IR"), V(x) = (u (z))iz;<a, 则 同 
时 以 Y 表示 C dE V(O) s Di voa 
由 Fisk-Stratonovich 微分 规则 得 


d[J; |V(X,)] = (dJ) o V(X) + J; o dV (X) 
= JU AD (x V(X,)dt — JC AC (XOV (n) o dw*(t) 
+ Jp HAV X dt + JC {AV X) o dw” (H, 


由 于 [AP (z) V (2) = v/(2)0,9 (a) = (VEE), 但 Aal) = 8C). dk 
用 向 量 场 记号 有 
AP (z)V (z) = (V AoY(z). 


同样 地 
AC {IV (£) = (VAr)  (k-1,--,d). 


于 是 


dj VX) = JI HAV — V A0)(X,)dt 
4 JARV — VAk)(X,) o dw*(t) 
= J; [Ao V](X;)dt + JP As, V(X) o dw" (t). 
(31.30) 


将 方程 (81.15) 和 (81.23) 联合 起 来 ， 其 解 
R, = (Xa Ja) 
为 取 值 于 EU x (RQR) BANIE, EA 
Ro = (z, T). 


对 向 量 场 V, 可 定义 函数 fv: RT x (RQR) — R7 i 
T: 


fe (y) = J lV(z) # r= (z, J) € R” x (R” o R7"). (3131) 
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这 样 ， 方 程 (31.30) 可 以 写成 


{ dfv (Ri) = fi, v] (Fa)dt + fja, v] (F) o dut (t), 
fv (Ra) = V(z). 


AIXETURIPEEDE.,SGDLruERABSE. 
{Ak V} = [Ak V] (k=1,--,d), 


d 
(As V} = [Ao V] + 3 Y SA [An V]. 
k—1 


在 方程 (31.32) 中 以 [A;, V] 代替 V, 得 


dfi, vi (Fa) = fps pa; vy Redt 
* fia LA, v (Ro) o dw'(t) (3 = le ; d), 


TÉ 
Jp, v] (R2) o dw” (t) 


= fia, via) da 的 十 5d tas iP) - du (t) 


d 
1 
= f[a,, v) (Re) dw*(t) + 32. fla, (As v] Beat, 
k=1 


AX (31.32) BU OE SOS 


I dfv (F4) = fia, v) (Rodt + fias v (Ra) : dw*(t), 
fe (Ro) = V(z). 


(31.32) 


(31.32/) 


现在 我 们 对 ”< No, 定义 向 量 场 的 集合 入 A Vn WTF: 


V = [A1, Az ; Aa). 


9, = {Arn Vh, Ve). ,k-0,1,-,d) n > 1, 


Vi = Wu wu... U Yn, n € No. 
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iR, (Ho) 等 价 于 以 下 条 件 : 
(Hi): Vr € IR",3N £ No Ë Vy,: ,Vn € Yu, dB Vi(z),---, 
Vale) 线性 独立 . 
换 句 话说 ， (Ha) 等 价 于 以 下 条 件 : 
(HI): Vr c RR",IN € No 使 
inf $O (LV(z)) > 0, (31.33) 


Igsm-i1 
VcVx 


其 中 Sm-1 = (z € R"';|z| = 1), ED m 维 单 位 球面 . 
EERE, EVs tH S ECTS EIS, H EHR T 3B BE, 
TROP m, 则 各 行 线性 相关 ， 因 而 存在 ie sw=-1l 4B (31.33) ZE 
边 为 0; 反之 , RRRA m, 则 各 行 线性 独立 ， 因 而 对 任意 ! E S™-!， 
(31.33) 左边 均 大 于 0. 
因此 ， 问 题 轨 结 于 在 (HZ) 条 件 下 证 明 


[det €,]* € L7. (31.34) 


我 们 这 里 采用 Norrisl1] 所 提出 的 简单 证 明 . 先 证 明 一 个 引 理 ; 
引 理 31.4 Wb X Ap.: 


t d t 
X,--c +Í Y2ds + x f Y*dWE*, t20, (31.35) 
g k=l 0 
其 中 Y? fou — BP BE Y ga, 
t d t 
Y? -v f Zac f ZFdWt, t0, (31.36) 
ü k—1 0 


AP z,y € t, Y = (Y!,...,Y9) B Z = (21,...,24) 7g d BË $A PF 
HE, H 3K > 0 及 有 界 停 时 7 > 0 使 


sup (IY?] + |Z] + Ye] + 124) < K, 
stgr 
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Bj Vg > 8, < (q — 8)/9, 234 £ 充分 小 时 ， 3c» 0 fii 
pÍ f Ka < e^, f aye mata > e} < cexpí—s ”]., (31.37) 
o . 


证 记 A, 三 IN Y? ds, M, = f: Y,dW,, Q, = h A, Zs dW,, Ni = 


f x.Y,.aW,, 
S: = {[N] < ex, sup |N] > ài], 
ET 


$5 = {[M]; < =s, sup |Ma] 23], 
S, = {[Q) < es, sup |Q] > ĉo): 
AF [o] 表示 连续 局 部 秀 的 平方 变 差 过 程 . HIR3KO SE U (AUR 
题 2.13) 可 知 
P(S;) < 2exp(—52/2e,), i-1,2,3. 


3 q = (4 一 /232,92 = (n/2 - u)/2,qa = (2g - v)/2, W] g > m > 
q. > qa > L #& É; = e (i = 1,2,3),el = cef, 64 = coe, s; = 
I ege? (c1 , C2, Ca 为 特定 常数 ), 则 


fewe", i= 1,2,3. 


为 证 引 理 ， 只 要 证 明 当 e 充分 小 时 可 选 适当 的 常数 c1,cs,cs 使 
(31.37) 式 左边 的 事件 含 于 UL 5;， 为 此 只 要 证 明 ， 当 。 充分 小 
Bj, E oU, S; B f; X?dt < e1, WEA fy (YPP + Y dt < e. 
B + < T', 下 面 分 三 步 来 证 明 ， 
1° ja = K2, MJ 
[N]. = f APY dt < K?«* = ei. 
ü 


由 wES, 3 SUPter [Nel < ôi = e, 但 


t 
f X.Y?ds 
0 








sup 
tT 


T 1⁄2 
< (rf (X, Y2)?ds) < KTV? e1, 
o 


. 83804. 








£ 
sup f X,dX,| < en + KT e2, 
t= yO 
APRESA 
t 
[M], = X2 — à? — 2f X,dX,, 
Ü 
可 知 


f [M]edt < £t + 2T (e? + KT? 812). 
ü 


Ba < q/2, 5 z 充分 小 时 ，3ce > 0 使 上 式 小 于 coe. 注意 到 [M] 
为 增 过 程 ， 对 5>0 有 


8[M], < f [M),dt < ee, 
T—Ó 


[M}r < [M] -5 + K?6, 
ik ó — 0/2, Wi| 3c, > 0 fi [M] < coe 2. 
2° Wt ea = coe *1/?, tH wes, 必 有 SUp,«. IM,| < ó> = cv. 因 
h Xgdt < e*, dk 





AMO «tx c |X > 621 < c9, 
AA A! 为 一 维 Lebesgue 测度 . Bj] X, = z+ A, + Mi W 
AHO € t € rilet A > ed + es} < e, 

Ami Yt e [0r], 3s e [0, +], |s — t| < ev/2, f |z + A,[ < e? 十 e, 
于 是 

t 

je + A.| < [e + A; | + pj Y?dr| < (1 + K)e9/? + e, 

8 
特别 有 jz| < (14K) ten, 所 以 WE 0, r], LAd < X(+ K)e? 
£9), 因 g < g/3, ?4 € 充分 小 时 有 |A| < 3=%. 
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3° HEB X 


f veva- f vean, 
0 0 


= YLA, 一 f A.(Z3dt + Z, dW), (31.38) 
0 


注意 到 YLA, | < 3Kev, | [Z A Zpdt] < 3KTee 以 及 [Qe = 
[7 AMZ, dt < 9K?Te?9, 4 cs = 9K?T, es = cse202, 因 wESS, BDA 
sup,<, |Qi| < ós = e. FA, [Q < e?5, EH (31.38) 式 即 知 





/ (Y2Ydt < 3K(1 + T)e? + c5, 
0 
因 qs < qe, 24 < 充分 小 时 上 式 小 于 2605, 于 是 
f (YO + Yil dt < 299 tegt ce 0 
0 


现在 回 到 Wiener 空间 (W, H, p), KERE (H2) 假定 下 方程 
(31.1) 的 解 的 Malliavin 协 方差 矩阵 (31.22) 非 退 化 ， 

定理 31.5 在 {52) 假定 下 ， 方 程 (31.1) 的 解 的 Malliavin 协 方 
差 矩阵 (31.22) 满足 : 


[det £(z,t, )] ! € L^7 (t > O,z € R”) 


证 只 须 证 明 在 (H2) RIEF (31.34) RE. 
X RJ 1 分别 为 方程 (311) 及 (3124) 的 解 ， 由 BDG 不 等 
式 (13.22) 可 获得 解 的 估计 ， Va > 1 有 


E| sup IX, - af v || J7! — rye] = O(e/?), 
s= 
HEt>08c>0o $ 

7, = inf(s 2 0; |X; — z| v |J; ! — Ij > e1} At, 
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Wü r 为 停 时 ， 且 对 ee (0,0) 


[z < €) = {sup |X; — zl V J71 - H| > cl). 
a< 


Vp > 1, W q > 2p,£ = n^, 则 有 
uz! > n) = p(r. < n^!) 
< ce Il sup |X, — zl* V |J, ! 一 于 |?] 
sni 


= O(n- 3/5). 


从 而 


ex 
vant > n) «oo, 
n—1 


B rrl e€ pn. Ap 是 任意 的 ， GL eL. 

H (HE) 及 方程 (31.32') 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 可 知 ,vio € 
S= 9m-V IN € No, V € Vy, DA b ZWI So. Xj ie i£ X ËJ c 
及 足够 小 的 5>0 有 


1 1 2 
jf inf (fv (R.) 2 à. (31.39) 


Win z 为 7, ARI Vp 148 
sup nÍ fe fv (R.))?ds < e} < g(ór <6} 2 o(c?). — (31.40) 


BV = {Ar {4g {A Ax) HKipozszzsNl1-s 
ko < d, 0 < Asc Kj < d. 令 Vo = Aka Vt = [An Voh ， 三 
(As, Vi-ad = v, 我 们 用 归纳 法 证 明 : 对 i 二 hi = 1.::: ,U, Vp > 1 
有 


sup "| [t fy, (R.))?ds < 2 = o(e). (31.41) 


i€So 
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3 i= j WIGER (31.40) 3È. i (3141) RH i 成立， 要 证 它 对 i 一 1 
ERX. 注意 对 iE S 及 C™ aR V, 我们 有 
{ d(l, fv (R,)) = (l, fra, vy (Ft pdt + (1, fta, v (R8) - dw*(t), 


(z, fv (Ro)) = (L, V (2)). 
(31.42) 


由 引 理 3L4 Xf q > 8, 24 £ 充分 小 时 ，Wp>1 有 
T T d 
2 g 2 3 
n f fs. Pas < as, f DO fiac o (Rd > ej 
= ofe”). 


由 归纳 假设 可 知 


rd 
sup af n Dh Hanv (Qt) de <=) = o(e?), 


[€ S» 


从 而 
sup af ], a. aa, (Ras < es) = oen) 


得 证 (31.41) 式 . 特别 ， 当 i=0 MEA k e[l, d] 使 
sup 7 / (L fA, (Ra) ds < e) = e(e*). 
ASARRE, TES K TDS or. dk 
r d 
" 2 — 
uf iat f 2 fa (de < e} = ot), 
1 < p < co, (31.43) 


I > < t, 上 式 中 7 AA t BHD ER SF, dB 


< 
(I, fA, (Ra))? = 》 (l, JL AQCY? 


1 k=1 


= |z; E(X)’, 


[v] s 


- 
il 
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: d 
it f 2 fa, Dd ipft S) 
恰好 是 OX. 的 最 小 特征 根 Anus 因此 Ann € L~-， 由 此 推出 
[det $5] ! € L7. I 

现在 回 到 Hórmander 定理 的 证 明 ， 我 们 已 经 证 明了 当 (H2) W 
是 时 ， (31.6) 及 (31.7) 成 立 ， 因 而 由 定理 30.5, 热 方程 Bu = Lu R 
有 光滑 的 基本 解 ， 由 此 可 证 (£8 Kusuoka-Stroock[2]) L 为 亚 椭圆 
算 子 ， 剩 下 要 证 明 在 (Hs) 条 件 下 工 仍 为 亚 椭 贺 算 子 , 

设 Lie[A&(z) 0 < k < d) # Vz € IR^ 具有 维 数 m. 考虑 
(z,£) = (zu ,m,£) e IR" 及 到 "+ 上 的 向 量 场 : 


Ao(z, E) = (2 + cos £€)Ao(2), 

Aplx, t) = (2--cos£)*A&(u) — (1k & d), 

Aaa (z, £) = 6,, 
则 Lie{ åk, [Ao Âs], 1 € k € d+ 1) Æ V(z,£) € R! 具有 维 数 
m+ 1. Z 
d+1 -y pi i a? 

Az + Ap = (2-cost)L + 228 
HRH AE, L # RTH GORRGBEDECT. HESSA, LE 
R” 中 为 亚 柄 圆 算 子 ， 至 此 ， Hörmander 定理 全 部 证 毕 . 

现在 要 问 : Hórmander 条 件 (H3) 是 否 必 要 ?我 们 知道 ， 当 系 
数 为 实 解析 函数 时 ， 它 是 必要 的 , AERA TERAN, CAA 
子 表明 (F Kusuoka-Stroock[2]) 它 不 是 必要 条 件 ， 此 外 ， 借 助 于 
概率 方法 ， Kusuoka-Stroock[2] 对 Hórmander 条 件 作 了 如 下 改进 : 

定理 31.6  (Kusuoka-Stroock[2] 定理 8.13) 设 方程 (31.15) 中 
(A0 < k x d) c Cz?R > IR"), Sr fg dE AERE p: {0,1 — 
(0, oo), 满足 : 

limlog(o(t) ") 一 0， (31.44) 
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且 对 vp c [1,00), 3e, > 0 ff 
(det Xe, 2) ll < cop(t) ^ (31.48) 


Xf vt e(0,1] X z € R” RA, WI L = i A? + Ao 329 34 8132 
T. 
注意 ， Harmander 条 件 相 当 于 


(det X(z,2) lp S eot ^, | e »0 (31.46) 


FAH (subelliptic), 即 方程 Gu = Lu 的 基本 解 当 了 40 REEL 
项 式 的 速度 增 至 无 穷 . 如 果 其 增长 速度 超过 多 项 式 , 它 就 不 再 是 次 
Hó B, BHT eA df BE T. 

Malliavin B8 El 4r JT RE T — F FIBER 7; Ek ESE 2 PT PL RR 09 
阔 领 域 . 除了 和 热 方程 基本 解 的 光 清 性 质 外 , E ARERR E ms 
近 和 估计, 包括 当 #+40 或 tf oo 时 的 渐 近 和 性质, 前 者 可 参看 Bismut[3] 
及 Watanabe([2], 他 位 还 先后 用 概率 方法 证 明了 Atiyah-Singer 的 指 
标定 理 (Bismul4] 及 Ikeda-Watanabe[3]), 特别 是 Watanabe 建立 的 
广义 Wiener 泛 函 的 渐进 展开 公式 ， 成 为 研究 这 种 渐 近 情 计 的 有 力 
IR. 

研究 电磁 场 中 的 热 方 程 ， 涉 及 所 谓 随机 振荡 积分 ， 这 方面 的 
研究 可 参看 Malliavin[b,7] 和 Gaveau-Vauthier[1], Ikeda-Shigekawa- 
Taniguchi[1] 用 所 谓 Malliavin 偏 微 分 运算 研究 了 其 长 时 间 ( 即 当 + 
oo 时 ) 的 渐 近 估计 .这 种 偏 微分 运算 在 滤波 理论 中 有 重要 应 用 ( 参 
看 Michel[1], Kusuoka-Stroock|4]). 

几乎 和 Malliavin 同时 ，Hidaf2] 2 JE T — Ph Ë Wk IZ Es BT, 
并 应 用 它 研 究 了 Feynman 积分 (参看 Streit-Hida[1]), 由 于 它 在 量子 
场 论 等 方面 的 成 功 应 用 (例如 参看 Potthoff- Streit], AEE. BEN 
X n] 已 越 来 越 引 起 物理 学 界 的 重视 . 

Skorohod[3] 定义 了 对 Brown 运动 的 非 适 应 随机 积分 ，Gaveau- 
Trauber[1] 证 明了 Skorohod 积分 和 散 度 算 子 ó 的 等 价 性 ， 由 此 开 
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始 了 非 适应 性 随机 分 析 的 系统 研究 【例如 参看 Pardoux[1] 及 其 中 所 
列 文 献 ). 

此 外 ,关于 又 参数 Brown 运动 (Brownian sheet) RIS PR 18 n] Z 
看 Kusuokafllj， 取 值 于 微分 流 形 的 Wiener i Rp 2 1F n] £c 
"'Taniguchi[1]. Malliavin 随机 分 析 还 可 应 用 于 不 连续 款 {例如 Poisson 
PO ZA, PSA Bismut[2], Bichteler-Jacod[1] 381 2: 3 BB [1,2]. 

还 贫 提 及 的 是 ，Malliavin[4] 利用 Sobolev 范 数 引进 了 Wiener £5 
间 的 容 度 和 蓝 集 (一 种 比 靖 零 集 更 细 的 集 )] 的 概念 , 并 证 明了 Wiener 
空间 上 的 由 函数 定理 . Brown 运动 轨道 或 轨道 泛 函 的 某 些 性 质 已 
被 证 明和 不 仅 u- 几乎 处 处 成 立 , 且 可 除开 一 个 朴 集 之 外 成 立 , 这 就 是 
所 谓 所 必然 分 析 (例如 参看 Fukushima(1], Takeda[1], 任 佳 网 [1-4], 
mox. HEER [1]). 


| dll 


附录 A ”单调 类 定理 


EN AEE, G 为 0 的 非 空 子 集 系 .， 3j 
E,F €G = En F € g, 


MEG 为 TX. E 
1° ÜE; 
2° E,F € g, C F = P'N E € G; 
P {En} CG, En tE = E € Ç, 
则 称 G AAR E 


{Ea} C 8, En t E së En | E — E e g, 


则 称 8 为 单调 类 . 显然 ， 若 9 同时 为 z RAAR, 或 同时 为 单调 
类 和 代数 ， 则 8 为 o- 代数 .我 们 以 AQ). M) 及 olg) 分 别 表 
TG TAX Q 的 最 小 和 系 、 单 调 类 及 o- 代数 ， 则 有 

定理 A.l EGAn X MAG = ol9); X8 为 代数 ， 则 
M(G) = a(€). 

iE 显然 和 (07) C ol(9). 为 证 相反 包含 关系 ， 只 须 证 明 MG) 为 
c- 代数 ， 为 此 又 只 须 证 明 XG) 为 7 £. + 


Z, = (F € A(G); VE 8 g, ENF e MG)h 





容易 验证 , Z, 是 含 9 BJ AGRQ4C 7i = AG), BF VF e A(g),VE € C, 
有 ENF €G). 再 令 


Z; = [E =£ MG); YF e MG), ENF € A(9)) 


M| 三 EES GHAR, Wk F = AG), 即 对 YF € AG), YE € A(9), 
A ENF e X(g). 这 意味 着 和 (9) 是 7 R, 因而 证 明了 第 一 个 结论 . 
第 二 个 结论 证 明 类 似 ， 可 以 在 任何 一 本 测度 论 的 书 中 找到 ， 
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习题 0.1 设 (0,27) 9 — HI BRE, GCFA- r 8 H Q 8 Ç, p 
和 vw 为 下 上 的 两 个 有 界 符号 测度 ， 若 在 9 上 和 vw 一 致 ， 则 在 
c(G) E ul v —5&. 

定理 A.2 E G OB PPSEEIERBI— T n, COS Q EBRGGE 
值 函 数 的 一 个 线性 空间 ， 且 满足 以 下 条 件 ; 

1° 1e€£ 

22 {fa} C £, 0< f. T f, FAR (GRAF) f EL; 

3° ECcG—1gcÉf, 
M|) CRX EH ol9) 可 测 的 实 值 (X PL) 函数 . 

证 $ F-z[Fco(Qk lr € Cl, 容易 验证 ， 大 是 含 品 的 和 
F, HEH A.1, o(9) = XQ) C Z C olg), W Z = o(g). W f y it 
— e(8) 可 测 的 实 值 (或 有 界 ) WESS S 

n2" 
fa = Y (k — 1)2 "ltk-1)-^& ft «k2-7]; n € IN, 
k=1 

W 4f.) c£, Hoz fa t ft, BARH, ft 8 C; 同 理 可 证 7 e£, 
TEf-f*-f' eru 

习题 0.2 设 {Xa a ET} E Q LAR- XB xk. Du db n 
上 的 实 值 函 数 了 关于 oo- 代数 ciX,., a € T) 可 测 ， 其 必要 充分 条 件 
是 : 存在 某 个 B(ROC) 可 测 函 数 y= plene: o) 及 {an} cr, 使 

Ff) = (Xen (9), Xa (o), -). 

定理 A.3 设 £ 为 上 一 族 朋 界 函 数 构成 的 单调 族 ( 即 对 一 
致 有 界 单调 序列 极限 封闭 ). 31€ 1€ £o C £, H £o 为 线性 格 ( 凤 对 格 
运算 | f Ag= min(f,9) & f Vg = max(f,9) 封闭 的 线性 空间 ). 则 
L RRDA N o{f, f € Lo} WEE 

WE 4 CORR Co 的 最 小 单调 族 ， 并 令 


£412 (f € Ë; Vac R, af € Ë), 
则 £1 为 包 会 Co 的 单调 族 ， 故 Ci = 5. B 
C={fes Vg € £o, f+ge Z, fAge CC 
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则 £2 为 包含 Co 的 单调 族 ， 故 Co = Z. 再 令 
£3 = If e É; Vg € £, f4g€£, f^gc£), 


则 £s 为 包含 £o 的 单调 族 ， 故 Cs = ¿ 这 就 意味 着 £ 为 一 线性 
B. 
$ F={F Cf; Lr € L}, FARE F A o- 代数 ,由 定理 A, 
到 和 包含 中 土 一 切 有 界 大 可 测 函 数 . 因为 C c C, 为 证 定理 ， 只 须 证 
明 一 切 f € £o 为 天 可 测 . 

由 于 £o 为 舍 常 数 的 线性 格 , (ERR f e £o a c RA: (f/-—a)l = 
(f -a) V0 € £o. iit 


f, gn(f-a)* ^1, n € IN. 


HU f. € £o HO < fa t Lipsa El EAE £o 的 单调 族 , t Mosa € Ë, 
BB [f > aj E Z. 既然 对 一 切 ae 再 有 [> 中 < 大 因此 了 为 大 可 
pd. 证 毕 ， 和 
推论 1 EEM A3, 设 1e Co C £, HB Lo 为 线性 代数 ， 对 
一 致 收敛 封闭 ， 则 定理 结论 成 立 . 
证 只 须 证 明 £o 为 线性 格 ， 由 于 


fAg= (f +g- lf - 9). 
fva= gU +a +f = gly, 
HR EHEAR Vf € £o A |f| € Zo. 
由 了 有 界 , 不 妨 设 UI < 1. + Q, (z) X (1-2)? I Taylor JR 
开 式 前 n 项 之 和 ， 则 Q,(z) 在 [71,1] 上 一 致 收敛 于 (1 — z)1; 令 
P,(z) = Qn(1 — 2), W P.) BERF | 天 因 Co 为 线性 代数 ， 
ik P.(f) € £o, 又 因 £o RAUKAS, EU] E Lo- M 


推论 2 Wb CO Q RARA R B UE BOSE FU 
化 封闭 .又 设 上 为 线性 空间 ， 且 1€ £. # Co C C, HUE 


f.9 € £o => fg € £o, 
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则 £ 包含 一 切 有 界 oif, f E Co) 可 测 函 数 . 
证 $ ANLE Lo 生成 的 线性 代数 ， 则 cL BA CX 
È F-a AmA, Wc c B Z 为 线性 代数 ， 对 一 至 
收 敏 封闭 ， 由 推论 1 即 得 结论 ， 4 
习题 0.3 投 吕 为 一 距离 空间 ， 2 = B(O) 为 其 Bored 子 集 
c- 代数 ，P 和 QQ@ 为 和 上 两 个 概率 测度 . 若 对 只 上 一 切 有 界 连续 
函数 有 


[fena = | 163902, 


Wii Z E P =Q. 
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附录 B 正则 条 件 概率 


设 (0,Z, P) 为 一 概率 空间 ， g 为 下 的 子 er- 代数 ，& 为 一 可 
积 随 机 变量 . 

定义 B.1 ¿£ XT G BJ SRTERHRERE[C|U] 为 一 随机 变量 , 满足: 

1" EEGA S STM ERE 

2° X vGcegd 


f Eee = Í eap (B.1) 


因为 由 Q(G) = fo tdP 确定 9 E— S IBALENIE, HX P 
绝对 连续 ， 而 条 件 期 望 正 是 Q XT P #E g 上 的 Radon-Nikodym 
导数 


EE[£|0] = s go as (B.2) 


它 是 as. 唯一 确定 的 . FIARA A FPS: 
定理 B.2 iE mndi) 均 为 可 积 随机 变量 ，a,8 为 实数 ，9 为 


大 的 子 o- 代数 ， 则 
1° [a£ + enl] = aElél9) +bElnlg] a.s.; 
29 £>0 a.8,= #E|£|g] > 0 a.s. 
3° £g uM, ¿£ 为 8 可 测 一 E|en|g) = Elng] 8.8. 


特别 
EEG] =E as; 


4° d Qo 78 8 之子 代数 ， 则 
EUEKIA Go] = Ego) a.s; 

5° 车 wp 为 忆 上 的 凸 函 数 且 使 8(&) 可 积 ， 则 
pE] < EOI] asn 
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特别 
| 更 车 加 1 < Elg] a.s.; 


6° 上 与 乡 独 立 的 充分 必要 条 件 是 : 对 一 切 使 E 可 积 的 Borel 
TMR f 有 


E|[f(£)0] = EE as 
7 été a.s. => E fEng] T EEG] as., 
€ 16. as => E|En|G) 1 IELE]G] 8.8. 
8^ indy a.s.(Vn € EN), W 
Efim, ,,,£4|8] € lim, ,,,JE Enl] a.s. 
9° falen  as,H£,-5 £, WI I 
EIG] = lim El&.|g] — ass 
10° p>1, & 25 £, W 
Ejé.|g) — Elzig). 
定义 B.3 FEF, MI 
P[F|8] = Et =|g] 
HA F 关于 9 的 条件 概率 . 
由 条 件 期 望 性 质 可 得 
1? Fe£ —0xP|Fjg] < P[Q|g] =1 a.s; 
2^ (F4 CF, BARAH, M 


PlUn Fnl9] = > P[F,.|g] a.s. (B.3) 
3 NuFeFRGCOÓS 
P(F nG) = f PiF|gJaP. (B.4) 
G 
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由 于 (B.3) rh RO fl 4H SE ki F {Fa} 因此 一 般 不 能 得 出 结论 ， 对 几 
BUS Go, PHG 为 下 上 的 概率 测度 ， 但 我 们 引进 以 下 定义 ， 

定义 B.4 设 (Q0,,P) 为 一 概率 空间 ，G9 A FHF o- 代数 . 
Qx F ERTAS p(w, F), 若 满足 以 下 条 件 ， 

1° Xi Yw EN pw, 为 天 上 的 概率 ; 

2? 对 YYFE 下 HE 为 了 可 测 随 机 变量 ; 

r X vrFcF* R&RvGcg' 


PAG) = | plo, FP. (B.5) 
G 


则 称 为 关于 9 的 正则 条 性 概率 . 
BR, ERTO 的 正则 条 件 构 率 存在 , 则 条 件 期 望 可 表示 成 关 
于 此 正则 条 件 概率 的 积分 : 


BE) = 人 Siplod) as. (B.6) 


定理 B. POSER T IEBBDDSH, Z 为 其 Bore 子 集 - 
代数 ， 9 为 其 子 o- 代数 ， 忆 为 下 上 的 概率 测度 ， 则 存在 关于 99 
的 正则 条 件 概率 pw, F), BETER F FERE T s 车 另 有 一 正则 
条 件 概率 p(w, F), 则 存在 P- fE N e 6,04 G€ N 时 ， 有 


piw, F) = pe, F), VP EF. 


证 设 Ao 为 2 的 某 一 可 数 开 基 生成 的 代数 ， 则 -4o 本 身 可 数 
(JU, Halmos[1]), B. s (Ao) = Z. ë Ao = {An} 由 于 上 概率 测度 
的 内 正则 性 ， 对 每 一 A 存在 紧 集 序列 IK... la es, 单调 上 升 ， 仿 
于 À, 肉 ， 且 当 m 一 * oo 时 有 


PLEKn,m) T P(A,), n € IN. 


4 A 为 由 Ao 及 {Kam; num € IN) 所 生成 的 代数 ， 同 样 地 ， 
AAS, H oA) = Z. 
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Xf A € A, $ p(w, A) 29 PIA) 的 任 一 等 价 形 . 因 4 可 数 ， 故 
存在 卫 零 集 N. € g, í G€ N, HF, p(wQ)29.A EA Bi DEAR 
H, H pw, Q) = I. 

因 对 每 个 An €. 


Blw, An) = P[A«|8](a) 
um P[K, mlg] (w) 


= lim pw, En,m) 8.8., 


故 存在 P WES Na EG, 当 VEN. 时 对 Yn € N 有 上 式 成 立 ， 令 
N = Ni U Ns, M P(N} = 0, H^4we&N Bl, piw) 为 A LER 
可 加 非 负 集 函数 ， 且 对 任 一 4e.4o K e > 0, FE EE K C A, 使 
Pw, AX K) < e. INTR. Pw d 为 Ao 上 的 测度 ， 按 测度 开拓 定理 ， 可 
唯一 开拓 为 F = a( Ao) 上 的 概率 测度 ， 仍 记 为 piu, -). 

在 人 8x 大 上 定义 : 


_} Pw, FP), # u € N, 
(=Í Q(F), # u € N, 
其 中 Q 为 下 上 任 一 概率 测度 . 显然 这 样 定义 的 函数 湛 足 条 件 1°. 
A 
Tfo=z{FE€EF; p, FP Agaw, H 


pC, F) = P[FIg] a.s}, 


则 Zo 为 会 4o 的 单调 类 ， 由 定理 A.1 可 知 Fo = Z, BPE A% Em 
满足 条 件 2° 和 3°. 

设 存在 另 一 函数 p(w F) W E $ EF j° ~ 3°, 则 对 VA cAi A 
GEGA 


Í p(w, AMP = P(An G) = f p'(w, A)dP. 
G G 
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B p A) R p (, A) 为 9 WT, x 
p(w, A) = p(w, A) a.s.. 


HA 可 数 ， 可 除开 一 个 三 零 集 No EG 处 ,使 上 陈 对 一 切 4E Ao 
成 立 ， 但 由 开拓 的 唯一 性 ， 上 式 对 一 切 4 cJ 也 成 立 ， 得 证 唯一 
性 . 8 

推论 1 在 定理 BO 条 件 下 , #r#E p SE N € g, 4 oC N 时 有 


plu, G) = 16{w), vG € 8. (B.7) 
推论 2 在 定理 B.5 的 条 件 下 ， 若 
X:(0,G0) — (E,B) 


为 到 另 一 完备 可 分 距离 空间 E 的 G/B n WR S, Hep B = B(E) 
X E BJ Borel SR c- 代数 ， 且 对 Yze E # (2) € B, HI 


plo, X (a) = 1u (X(w)) — as. (B.8) 


因此 任 一 9 可 测 随 机 变量 ， 在 关于 G 的 正则 条 件 概率 pw) 
下 ， 以 概率 1 为 一 常数 . 


.320- 


附录 C EBE Sj] re RE SE OU URE 1 8 ur S 


WEGE p) 为 一 可 分 距离 空间 ，B = B(E) 为 其 Borel FE o - 代 
数 . CE) A E EHAR EAA Ri Banach 空间 ， 其 范 


数 为 
Fil = sup |f(2}, | fec). 
z€ E 


定义 CA id (PA. K P A (E, B) 上 的 概率 测度 ， 若 对 Vf < 
CE) 有 
im f #e)p.(a)= 人 Plan (C.1) 


n-o 


则 称 (P,)89Mr SE T P, 记 为 P. — P. 
定理 C.2 下 述 命题 等 价 : 
1° P, — P; 
2° 对 一 切 一 致 连续 函数 f ECE A (CI) 
3° o E (p —QWI PRSE F, A 
lim, ,oo P. (F) < P(F) 


4° 对 五 中 一 切 开 集 G, 有 
lim, ,,, P.(G) > P(Gy; 

5° X Ac B,P(8A) = 0, M 
Jim P,(A) = P(A). 


其 中 84 为 4 之 边界 点 集合 , 即 84= A—- A.A 2 AZ H8, 
A 为 4 之 AR. 
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证 1° — 2° 是 显然 的 ， 为 证 2* = P, 对 闭 集 天 及 了 6 无， 
F pla, F) Ax EFEK, OE ee IN, fe(x) = (1 + p(z, F)) 5, 
W[ f, F E —% 32, B fe L lr, 82 
P(F) = if fx(z)P(dz) 
= im lim Jx (z) P, (dz) 
— Q n— DD E 
> lm, PL), 
得 证 3°.3° 和 4° 是 对 偶 命 题 ， 故 3° — 4°. 现 证 : 3°,4° = 5°. 
X] A € B, # POA = 0, MH 3° É 4? 
Inn P,,(A) < lim, yo P, (A) < P(A) 一 P(A?) 
< lim, Pa (A7) < lim PA (A. 
于 是 lim, sas P, (A) = P(A). 剩 下 楼 证 明 5° — 1°. 
X f ECE), z > 0. 对 区 间 I—|| fli — 1,1 FI + 1] ERE B 2y nl: 
-f|-l1= a < ar < < am = fl + 1, 
使 MAX kem = Gk i) < £, H P{z; f(x) = ak} = Dk = 1,2, tta 
m-—1) 4 A, = {tiap € f(x) < ak} (k = 1,2,--,m), 则 
P(8Ax) = 0, E 


Ti — xz 





lf — 3 artal < z. 


k=1 


im... | f. fps) - f. fern) 
< 2= + Him, s Í (ena, (z)) P. (dz) 
_ Í (3: asla, (z)) P(dz)| 
E `k=1 
< 2e + $ [azman] P CAR) — PCA«)] = 2e, 
k=1 
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由 的 任意 性 得 证 弱 收 化 性 T 

SEX C.3 WE A A (EB) 上 的 一 族 概率 测度 . 若 A 中 每 一 无 穷 
序列 包含 红 收 和 敛 于 基 概 率 测 度 的 子 序列 ， 则 A 称 为 TRXESSEG + 
对 ve > 0, 存在 五 的 紧 子 集 天, 使 


inf, P(K) 2 1-6, (C.2) 


则 A 称 为 胎 紧 (tight). 

定理 C.A 设 A 为 可 分 距离 空间 (P, B) 上 的 一 族 概率 测度 . 
车 A 为 胎 紧 ， 则 A 为 相对 弱 紧 ， 车 此 距离 空间 完备 ， 则 胎 紧 和 相 
对 弱 紧 等 价 ， 

证 车 巨 为 紧 距 离 空间 ， 则 由 Riez 定理 ， 其 上 任 一 族 概 率 
测度 均 为 C(E) = C,(E) HREN CE 中 单位 球 的 子 集 ， 而 能 
WLSODBOAT E CEY 中 的 弱 * cs. CE 中 单位 球 是 弱 * 紧 
的 ， 因 而 任 一 族 概 率 测度 均 为 相对 弱 紧 . 

f— Sa F. FE 同 且 于 某 个 紧 距 离 空 间 的 Borel 子 集 . t 
不 妨 设 EE 本身 就 十 某 紧 距离 空间 启 的 Bod TE. $ B= B5(B), 
则 B(]E = B. 对 8 上任 一 概率 P, 4 P() = PC) E), WI P B 
上 的 概率 . 

EARR, (Pa) 为 中 任 一 无 窃 序列 ， 则 其 开拓 (P.) O8 B 
上 的 概率 序列 . H F 为 紧 距 离 空 间 ， 根 据 上 面 的 讨论 ， 必 存在 子 
序列 ， 不 妨 仍 记 为 {Ph BAF B LENER Q. 由 假定 的 胎 紧 
性， 对 Vk CON, FE E WEFR Kr 使 





inf PA(K4) > 1- (k € IN), 


H 

k 

显然 K, 也 是 EDRF, H PaK) = PíUG). 
H P, -> Q, 根据 定理 C.2 之 3 有 


Q(Kk) > lima Pn (Kk) > 1— (k € IN), 


1 
k 
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4 B = U, Kr M Q(B) 1. 再 令 忆 为 8 在 B 上 的 限制 , 则 PP 为 
B 上 的 概率 ， 且 其 开拓 为 Q. 

RFA E F£ -B1E, ML Ë dh Bi F. EF = FANE T 
是 由 定理 C.2 之 3° 

lim, 4, P,(F) 一 lim, P, (F) < Q(F) 一 P(F), 

因而 P. —— P, 得 证 A 为 相对 弱 紧 ， 

至 于 在 完备 可 分 拭 离 空间 中 两 者 的 等 价 性 , 证 明 可 参看 Billing- 
sley[1], EFIT t, EXAMS. g 

W X X E fBBEELAEE {随机 元 ), BH sz X fe BER |H] (0,7. P) 
ERE E B) Z/8 TRS. X B) ds ñx = Po X l k (EB) 
上 的 概率 测度 . 

SEX C.5 设 {Xn} X A E EMNER (不 必定 义 在 同一 
概率 空间 上 ). 车 Ex, — Ex, 则 称 (X HA BERE 于 X. 

我 们 知道 ， 以 概率 1 SCA A k K rak. dU AUS KC 
4p ak. 下 面 由 Skorohod[1] 得 到 的 定理 表明 ， 当 E 为 完备 可 
分 距离 空间 时 ， 在 某 种 意义 上 有 相反 的 列 含 关 勾 . 

定理 C.6 设 (EE,p) 为 完备 可 分 距离 空间 ，B6 = BE), {Hn} 及 
n (E,B) 上 的 概率 测度 . E pn — u, 则 存在 概率 空间 (0,7, P) 
及 其 上 的 互 值 随机 变量 DG) 及 X, 满足: 

1° ga = Hx, n € IN) E p = Bx; 


2° X, 27» X. 
E RITAR A = (0,1) Z = B([0,1)), P Xj Lebesgue WW 


BE. 对 Vk e IN, 用 半径 不 超过 27 0*0 的 球 (B5, j c IN) Disi E, 
B #: n(8B*) = 0, ua (BF) = 0 (jn € IN). $ DE- Bt, D = 
BEN Bh. Dk  BEN(BEUBE), n W {DF e IN) 构成 上 之 分 
割 ， 对 任意 指标 Gs 

Ss DL ND NN DE, 
WARE k (S4 ode d € N) 构成 五 之 分 割 ， 且 此 分 割 
序列 随 增 大 而 加 密 . 
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TRO = [0,1) 相应 地 分 割 为 一 些 左 闭 右 并 区 间 {A ,yi 
Aco4€N)PA,.4)-2(8;,.4) f£ X1 ici) 
€ NF, k e IN 均 成 立 ， 且 这 些 区 间接 指标 的 其 种 固定 顺序 自 左 至 
吉 相 邻接 ， 显 然 这 种 分 划 是 唯一 确定 的 ， 

dn AS 69, S? .. e 0, PED XE R4 su € Sh... je: 
并 构造 E 值 随机 变量 序列 如 下 : 


X” (w) = ORE ek d wc Aj ja 
(Qu Jk) € N”, k € N, 
显然 ， 对 YR,PE N 有 
p(X*(u), Xw) < 27*, 


H (E,p) 的 完备 性 ， 必 窑 在 极限 X (uw) = limao X*(o). 
因为 
P{w; XĂ+P w) € S54] 
— Pw; X*t*?(u) c S; dl = HS d) 
而 OE 中 任意 开 集 G BYERS {Shego (Goa) € NË, 
k € IN VB METRE uIAJ3tfE, Wk HH Fatou 引 理 有 
lim, xx (G) > u(G), 


由 定理 C.2 之 4° WJ 8, fye — p [k — oo). T4 Bx = p 
对 Vn € IN, Tz EXEXERUB DL n, 代 p, 得 到 区 间 序 列 TAC O), 
Xh(») 及 其 极限 X. (o). 同样 推理 ， 得 x, = uu. 剩 下 要 证 明 ; 
Xan D X. 
由 us 一 2 p, REER CO 之 5°, 对 一 切 Shogo 有 
jim Ba(Sj uu) = MGR uu). 


即 
: (n) = 
im P(ATU. 4) 一 P(A;,.... d). 
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EbwcAS Qu 则 必 存 在 nk CIN, n > n IUE o € ADT LE 
E XË (w) = X*(w), HR 
p(X«(w), X (w)) < p(X,,(o), X5(u)) 
+ e(X5 (uw), X (u) + oX (a), X(»)) < 27^" 
( 


n > nk, ke IN). 


4 0 = xs (Ui A5 a): 则 P(O) — 1, 2$ w € fo 时 有 
lim, ;~ Kw) =X íw), 定理 证 毕 ， a 
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单调 类 {A,p.312) 
Doléans IB HE (6,p.50) 
Doob 停止 定理 (5,p.39) 
对 称 Fock 空间 (16.p.151) 
对 称 QUÉ (14,p.126) 
对 称 随机 积分 (14,p.128) 
E YT BR (26,p.255) 


F 
分 布 唯 … 性 (18,p.167) 
Feynman-Kac 7» X (24,p.230) 


Fisk-Stratonovich 


Fisk-Stratonovich 


随机 微分 方程 [24,p.238) 

Frobénius 条 忻 (25, p.248) 

G 
Gauss 测度 (26,p.251) 
Gauss 概率 空间 (26,p.255) 
Girsanov 变换 (22,p.199) 
Girsanov 定理 (15,p.137) 
Gronwall-Bellman 5| BË (19,p.172) 
轨道 叭 一 性 (18,p.167) 
光滑 Wiener iZ PÑ (30,p-288) 
光滑 向 量 场 (25,p.248) 
OX SEE (37,p.152) 
FOX RE (17,p.152) 
IS HEB (29, p.286) 
广 Wiener 17 PA (28,p.273) 

H 
Hermite 元 项 式 (16,p.149) 
Hilbert 变换 【29,p.277) 
Hilbert-Schmidt 范 数 (27,p.260) 


Hórmander 定理 (31,p.296) 

Hàrmander 条 件 (31,p.297) 

UB LER (30,p.287) 
I 


PERRE (13.p.114) 
$8 BE MILER (7, p.63) 
THER HL E PEE (18,p.162) 


THER SERE (03, p.119) 
J 


BË (27,p.261) 

极 大 值 不 等 式 (5.0.40) 
i AR c^" RE (30.p.287) 
计数 算 子 (27,p.266) 

变 互 变 善 过 程 (12,p.102) 
BUT SE (3,p.25) 

UL IR CR (21,p.195) 
局 部 化 停 时 列 【l0,p-82) 
局 部 Lipschitz 条 件 (19,p.171) 
局 部 ns Bü o(10,p.82) 

局 部 时 (17,p.155) 
Fg BE (10,p.83) 
局 部 有 界 过 程 (11,p.93、X 


K 
可 测 进 程 (1,p.14) 
可 积分 解 (11, p.93) 
可 料 表 示 性 (16,p.147) 
可 料 过 程 (1,p.16) 
可 料 集 (1.p.16) 
TREE (Lp-16) 


可 料 a- 代数 (1p.16) 

E| S (3,p.28) 

可 缩 空 间 (23 p.221) 

可 选 过 程 (1,p.16) 

可 选集 (1,p.16) 

可 选 时 (2,p.20) 

BEES o- 代数 (l.p.16) 

Kunita-Watanabe 不 等 式 (8,n.68) 

扩散 测度 (21,5.194) 

TO BID (21,p.192} 
L 


` ËB] (30, p.291) 


À 3R (A, p.312) 
Langevin 方程 (18,p.162) 
(LD) 类 过 程 (6,p.53) 
连续 局 部 靳 (10,p.83) 
Lie 代数 (25 p.249) 
Lie 括号 (25,p.249) 
Lipschitz $ ËF (19,p.171) 
零 伦 (23,p.221) 
L? RT EM (28,p.273) 
L? Wh (5.p.3B) 
L? E FUB. (5, p.38) 

M 


Malliavin 随机 分析 (26,p.251) 
Malliavin HD Æ (30, p.288) 
Malliavin Æ X. F 3E38 fE, (30,p.288) 
Markov 族 (21,p.193) 

Markov Xi f (21,p.193) 


Markov 72 [E BË Jy 38 (18, p.163) 
Meyer 不 等 式 (29, p.281) 
N 


To (6, p.50) 
Novikov Æ fF (15,p.139) 
O 
Ornstein-Uhlenbeck >É fff (27,p.265) 
Drnstein-Uhlenbeck 过 程 (18,p.162) 
Ornstein-Uhlenbeck 算 子 (27,p.262) 
P 
c 系 (A.p.312) 
BUE AE 4 (22, p.199) 
平方 变 差 (7, p.57) 
平方 变 差 过 程 (12,p.101) 
平方 可 积 加 (8,p.65) 
Wl (3,p.25) 
BER (3,p.25) 
ERE (8,p.70) 
TEL {9,p.79) 
普遍 可 测 集 (3, p.30) 
Q 
奇异 点 (24,p.236) 
强 解 (18,p.168) 
强 Markov JE (21,p.194) 
强 正 交 (8,p.72;10,p.85) 
R 
Radon 测度 (17,p.153) 
3935 Hr (0,p.9) 
Su E (18, p.167) 
S8 r ak (C,p.321j 
ARE (3,p.27) 


容积 (6,p.50) 


5 
HJE (27,p.257) 
上 于 (5,p-38) 
Fry EI EE (18, p.163) 
适应 过 程 (p.14) 
c- 代数 流 (1,p.13) 
Sobolev 空间 (28 p.272) 
BAI (2,p.20) 
Stratonovich 积分 (14, p.128] 
随机 变 分 学 (26, p.250) 
随机 重 积 分 (16,P.147) 
随机 等 价 (0,p.9) 
随机 积分 (7,p.63) 
随机 区 间 (2,p.19) 
随机 时 刻 (3,p.19) 
随机 时 肇 变换 (14,p.131) 
随机 Stieltjes 积分 (11,p.91) 
随机 微分 {14,p.125) 
随机 微分 方程 (18.p.162) 
随机 微分 则 肝 (23, p.212) 
T 
B8'E (C. p.323) 
BIE (27,p.257) 
FIFRE (B,p.316) 
BF (2, p.20) 
[RE (23, p.221) 
通常 条 件 (L,p.14) 
Fd i$ (2,p.20) 
Pg E (17, p.153) 


: 341- 


w 
TR y FE] ft (23,p.212) 
稳定 子 空间 (8,p.73) 
Wiener ifi] BE (0,p.10) 
Wiener {£ W (26,p.255) 
Wiener 过 程 (0, p.3;1,p.17) 
Wiener iE ji ^) 8 (16, p.150) 
Wiener 积分 (26,p.254) 
Wiener 空间 (26,p.255) 
无 区 别 过 程 (0,p.9) 

X 


FI (5,p.38) 

线性 略 (A p.313) 

线性 增长 条件 (19, p.172) 
$E (0,p.9) 

THX 88 E (C,p.323) 
循序 过 程 (1.p.15) 
循序 集 (1,p.15) 


循序 o- 代数 (1,p.15) 
Y 
XE 3B B] (31,p.296) 


压缩 半 群 (22,p.206) 

&h (5.p.38) 

名 问题 (20, p.181) 
WAP W (25,p.242) 
HEER (0p.9) 
一 致 绝对 连续 (4, p.33) 
一 致 可 积 (4,p.33) 

一 致 正定 (22,p.205) 

有 限 变 差 过 程 (11,p.90) 
Young 不 等 式 (22, p.206) 


RART (22,p.206) 
z 


JE WR (27, p.260) 
正则 点 (24, p.236) 
正则 条 件 概率 {B,p.318) 
TERR (15,p.134) 

自然 o- 代数 流 (1,p.18) 
增 广 o- 代数 【10,p.88) 
增 过 程 (11,p.90) 

转移 概率 (21,p.193) 


mj 


# 用 ic 


<— 【命题 ) 等 价 
8 证 明 结 束 
fla (函数 )f 在 {集合 )}4 的 限制 
la 《集合 )4 的 示 性 函数 :14{7z) = l(z € A); = 0(z€ A) 
ði; Kronecker: — 5; = 1( = jh = 0(; Z š) 
ó. 集中 于 s 的 单 点 (Dirac) 测度 
sgn(z) z 的 符 导 函数 :sgn{z) = l(z > 0); = O(z = 0); 
= —1(z < 0) 
z fir) ER z f(x) 
Dom(f) (ERSO/f 的 定义 域 
Re(f) RR) 的 值 域 
k) m pp "个 元 来 取 尺 个 的 组 合 数 
a Ab min(a,b) 
avb max(a,b) 
rt rVvO,z 的 正 部 
r —(zm A 0), z 的 负 部 
an Talan La) {an} 单调 上 升 (FEE) Fa 
an tt alan ka) (a4) 严格 单调 上 升 (TE BTF a 
nn,-a。 inf,supg.,(as], 数列 {an} 的 上 极限 
lin, ,an sup,Infaiss(as], 数列 {an} 的 下 极限 
IN BATES 
No N {0} 
No INolJ(oo] 
Z 整数 集合 
Q.D, HMK. Ap SU SERA 
HH, 实数 ， 非 负 实 数 集合 
RR R, Hœ} 
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R RU{-co} Ui{oo} 
IR d 维 实数 空间 
1/2 

|z| R^ 中 的 范 数 ， |z| = 【工艺 22) 
(z,y) B 中 的 内 积 ， (x,y) = Dh zk 
Se -1 JR“ 中 单位 球面 ， S11 — (z € IR^ |] = 1) 
IR" GQ IR s m x4 矩阵 全 体 所 构成 的 md 维 欧 氏 空间 
o^ 矩阵 e 的 转 置 矩阵 
Sm 实 m x m 对 称 非 负 定 和 矩阵 的 集合 
tra WF a — (qjicij<m E: ura" 
deta EE a 的 行列 式 

lel? = tr(eo*) = 35a 355a (1 
ZP lo- 0807 关于 (WEP 的 完备 化 
EE 【随机 变量 j 的 数学 期 望 
var(£) (MILEA 的 方差 
EEG] (WHERE 关于 (F o- 6800 的 条 件 期 户 
c(g) 由 (84) 产生 的 o- 代数 
c(X,.a€D) H (mEX)X.,acDn) 产生 的 o- 代数 
$= {Fat E R} o- fS (81) 
$* =1Z2, te R4} H (MIIR rt o- 代数 流 
$X = {FXF te R.) (随机 过 程 )X 的 自然 o- 代数 流 (定义 1.7) 
Va Fa or 无) 为 一 族 c- fü 38) 
Aa Fa Na FalLfa) 为 一 族 o- 代数 ) 
Fa Mese felfe t € R4} 为 o- 代数 流 ) 


FT. Vaci Ts 

Fo Vier, Z+ 

T 停 时 全 体 构 成 的 集合 (82) 

7; 只 取 有 限 多 个 不 同 实数 值 的 停 时 集合 
T AARNES 

T|g ( 停 时 )7 在 (和 集合 jf 上 的 限制 ($2) 
[e,r] 随机 区 间 (82) 
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[fr] (随机 时 刻 )7 059348 ($2) 

F- 【 停 时 )7 前 事件 o- 代数 (82) 

Xr (MAIX 的 停止 过 程 ， XY = Xon 

L"(1Xp«oo) p 次 圭 可 积 随机 变量 构成 的 Banach 空间 

||: |; L^ 中 的 范 数 : elo = (更 [站 jz 

L™ AHAA ENTARA Banach 空间 

L Micpe L7 

Iele L^" 中 的 范 数 ， JI#|loo = inf{e; P(E] > c) = 0) 

工 /B 可 测 可 测 空 间 (Q, F) 到 可 测 空 间 (E, B) HRS f, 
# f-l(g) c Z 

& 5 £ E TE 

En 一 以 概率 1 dex 

En D £ 在 LP 中 收敛 

us — n MERER (附录 C) 

a.e.[u](sk u.—a.a.) p- JL3E ABA (或 u- 几乎 所 有 ) 

B(E) [拓扑 空间 }B 中 Borel 子 集 o- 代数 

PN) 2 中 一 切 子 集 全 体 

Hx (随机 过 程 ) 区 的 分 布 PoX 

(WY, B, u) Wiener 空间 

z() R, x Q ñ Q 的 投影 

R WELEJE3SERAJ2ESE (81) 

工 工 ,五 可 料 随机 区 间 系 (82) 

P 可 料 o- 代数 (81) 

O T% o- 代数 (81) 

M 循序 r- 代数 (S1) 

nx {随机 过 程 ) 蔷 的 Doléans 测度 ($6) 

M 平方 可 积 著 构成 的 Hilbert 空间 (88) 

9,912) 零 初 值 ( 纯 断 ， 连 续 ) 平方 可 积 著 空间 (88) 

SRP (1€Xp«o) 零 初 值 局 部 L^ RER ($10) 

tt ， 零 初 值 连续 局 部 闭 空 间 ($10) 

Y PPANS REAA ZN (811) 

Y, 零 初 值 适应 增 过 程 空间 (811) 
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?/3, Hilbert 空间 L2(RR, x Q, P, pm? )(§9) 

Lio M) ( 见 定义 10.5) 

Hioc: Lloc (WX 10.11) 

£l. (ALEX 13.10) 

[M] (ERAM 的 平方 变 差 过 程 (§12) 

[M,N] (Waway M, N 的 交互 变 差 过 程 (512) 

C*(R") R” pk wiesen] ptis agi 

CEUR") RY 上 具有 直到 k 阶 有 界 连 续 偏 导数 函数 的 空间 

CUR") (eo CRT) 

CE (Re) and Chun) 

ce ug) C^ UR") th Rf sc fi ea c s E 

COR") C= (Rr) FRERE SP E CU 2 F] 

S(R") Co (R") d Aka Sic (§30) 

S^(IR") Schwartz 缓 增 广义 函 数 空间 (830) 

D*(IR") 广义 函数 空间 ($17) 

DFE)(s € Füpcil,oo)) (Hilbert 空间 ;五 tH Wiener ZZ iR 
的 Sobolev 空间 (828) 

I- f(s € Ep € [1,00) DIE) 中 的 范 数 (828) 

H: a.s. Hilbert-Schmidt 范 数 (827, $29) 

ID^(E),ID *(E) (定义 见 $28) 

P: |a RAZA B 中 的 范 数 

(,-)u ARZA H 中 的 内 积 

< ,> B* x B EW SUN rer (B 为 线性 拓扑 空间 ， 
B* X ROS HB IBI) 

S GE) 不 强 于 


~ 【 范 数 ) 等 价 

— ES. MERA 

ð; aec (necs m) 6E sm 
lal aic e+ amla = (o1, am) 为 多 重 指标 ) 
o! oil, oa (e = (aa ram) 

z% czpoermm(m-—(mnecrs)edE) 


84 9? e Iar (a 一 (al ya) 
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